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La Résistance des matériaux RDM est une partie de la mécanique des o

Elle s’intéresse a 'étude, de maniére théorique, de la réponse
structures soumises A des sollicitations extérieures (traction, compi

cisaillement, flexion et torsion). Elle permet d’évaluer les efforts int

contraintes (normale et tangentielle) ainsi que les déplacements des structures,

Cet ouvrage de RDM présente des méthodes de calcul, des formules p \?;_-'
illustrant des cas réels de dimensionnement des structures. Les noml
illustrations de I’ouvrage montrent en détail les éléments de base & prendlr
compte lors du dimensionnement d’une structure quelconque en Gér.lie
méthodes analytiques les plus utilisées en calcul des systémes isostatigue
hyperstatique sont développées en détail.

A qui s’adresse cet ouvrage ?

— Aux éleves des sections post-baccalauréat de Génie Civil

— DUT : Génie Civil, Génie Mécanique

— BTS : Bétiment, Travaux publics

— Licence et Maitrise de Génie Civil

— Aux premiéres années éléves-ingénieurs

— Aux candidats 2 la préparation des concours du CAPET, de I’ Agrégation (
Génie Civil et de I’ Agrégation de Génie Mécanique



dal| 1A, Conditions mux Hmbtes « Fixatlon des corps 19

Sommulre L1 NOHOR dGPPU.civisioih oo AR i, i g oo 19

L.4.2. Appud simple - Appud glissamt T T - 19

1.4.3. Appul double - Appui artieuld..............oouimmmn 19

1.4.4. Appui triple - Encastrement ... Sy s OO TR ARE .20

S ) | 12
1:8: EquilIbre @M COPPIG IS e 21 :

pltre 1, Généralités sur la résistance des matériaux. . ... 15
1.5.1. Equations d’équilibre. Principe fondamental de la statique PFS .. 21

1,1, Objectifs de la résistance des matériaux RDM..............._ 15
1.5.2. Différents systémes MECARIGQUES...................ociiwmmsii 2

ERIHEIE POULTE...............comrs sttt osse st s i 15
1.5.2.1. Systéme astatique = MECRISME....o.uivmsiissmmsmssissisimssisssimssidl
1.3, Kxemples de sollicitations............................. 16 | 1,520, SUSI8e 150 Statique st : 22

M T raCtion/COMPTESSION..............o.cocosiocrs st s 16 1.5.2.3. Syst@me hYPerstatique............ocoimmninssississin 22
D VIT T CHIRHL ..ot oot 17 ‘ 1530 APPHCAHON....c..ccovsssssasismmmsmssrmisssssssrone SNUUEANIILSD s it AU
In‘u‘- W iOr e ek B LI 17

BOTEI071 .. sssisssssovssss B AR aeaus L At orpey 1R

Sommar re

Résistance des matériaux 5




-y r .
1.6, Kfforts Internes.........ci oI o ORI s ... 24 y 2.5, Théordme des nxes paralldlos - Thdordme de Huyghens 4l

L6.1. Principe de la caype « BUments de péduction . 24 ' 2,6, Moment d’Inertie et prodult d'Inertle - Can de teanslation d’axes 42

1.6.2. Conventions de igne des ffOrts iraternes. ..o i 26 2.7, Moment d’inertie et produit d’inertie - Cag de rotation d’axes ... 43

1.6.2.1, Effort normal Ny ..o o S '
2.8, APPHCALION. ....ccoocovcvvciinnsisisississsssss s s
1.6.2.2. Effort tranchant Ty.oocov s ... 20

1.6,2.3. Moment fléchissant My....... B s sbinsnasssanmanemmsasssonsescsns B
; 3, SOICItAtiONS STMPIES ...vivveiimivisrimissmbiiissessssimsibiniss et
1.6.3. Relations entre ¢fforts BUETRES ... i 27 Chapitre 3. Sollicitati P
[}
1.6.4. Diagrammes des efforts iNerNeS .. ..o 29 Généralites
3.1, Traction pure - COmMPIression PUIE. ... ...,

DRRIE R TR IO 1. DI oM s s sisisiois S0
3.1.1. Effet de Ueffort normal ...t

1.7, f*lquulinn e o delornaaEmmmID ... Lo g i B0
L G OTtraII e TOFTG e s e e LIt o g se ot e ve S MR U

1.7.1. Calcul de la flécie et de larotationg ..o 35
3.1.1.2. Déformation et déplacement ...,
ERERRARBHAALION ..ot B oD B ., 35
3.1.2. Condition de PESISIATCE .................commmummmssomsssmmsomsmssssssssssaisisbasssissorsissiion

B3 APPLICATION .........cccocoorvcrrresssoes i i i s

ipltre 2. Caractéristiquesgéométriques dess sections planes...................... 37
3.2, CiSATIeMENt PUK .......c.ccccccivinrisimininisiinesisss st sssssmsesss s s s s

BRREBNEYG e gravits ... N vsscsvsee 3T

2.2, Moment SEALIQUE .....................ccomemmirsss s b s IO
s 39

28 Application...................oe

2h. Moment d™INertie. ... s v gy .40

Résistance des matériaux 7/

Sommaire




T ———— . el fh o e m

“'1'1' m‘ de ’.‘m’n ‘m'w’la”' don TV RRETEERTR TR ST PR 1 (1||np|tr° 4, Sollleltations compm‘“ . s : s oo, siodcal L. L5738

3200 Contrainte de cisatllement o ,
GEnGralltés ... ‘ LI TLTLDOLEORIUN O O 0 S .
3.2.1.2, Ddformation de cisatllement ...,

4.1, Flexlon PlANe...........mmmsnssesmssnsis AR 1 ETTERRANY THE S SRS RTSVSM O 4 | S 74
A2.2, Condition de résistance

AL, Contrainte OO lE ki i S R T i R D el 75
S D HOAIONE ot s s ssssssssssssons

4.1.2. Contrainte de ciSQIIEMENT .....................cooooveovecivorioiereereiieeeeessississisisisi 19
A Flexion pure.

AELBUAPPICAIONE . iviitsiciisisisimitisimsnsvsinsisiissinio et MR B SO S S 77

AN, Effet du moment fléchissant

. 3 A.1.4. Calorl de L reSIStANCE ............coooovccivniicirissinsseens it R R
3301 Contrainte normale '

4.1.5. Caleul de la rigidite. ... BB s R R 79

BRI i cistrice. ...t 4.1.6. Application
BRBUADDHCUIION................. ..o o5 ersssrsss i st sosbessiots st 4.2, Flexion dévide i byt i ol b b NS SR 82
iy Y . A2, Contrainte ROTALE ..o o B S O B S

ML, Torsion d’une barre circul@iFe oo 4.2.2. Contrainte de CiSQULEMENL .....................ccoovoveeooeevecorsereveeesereeeesssoeseee e 84

34.1.1. Obse 1 A les :
4.1.1. Observations expérimenta 42.3..Calculide larésistance. ... e o N A L L 84
w2, Effet die moment de mI’SIOﬂ

A.2.4. Calcul de I igidlite. ... ommimmmsiosiiaisiis s S 85
N2, Torsion d’une barre rectangulaire

425, ApPIIEatION ..vcosiiniimmsisiissisnismstssinsmaiisission AU L B ST R, 86

3.3, Condition de résistance............o oo

REHAVANDHCAONY . ... ... ot IR L

Sommai s i
imaire Résistance des matériaux 9




Sl T TR w8
4.3.1. Conatrainte normale R R R s AR hA B0
4.3.2. Comtrainte de cisaillement ... TP K A 90
4.3.3. Caloul de la résistance............... Bty ETTEPTS SRR T EITT iy W O 1 90
434, Calaul do la riglditd.............onm00 00 0 st b fodde 90
el v T 91

o, Flexion-targion
44.1. Conarainte DRAEIRAAR i i SRS 0k O Ao B K b OB
AA.2. Conerainte de cisaillement ithass e R AL ...... 06

443, Caleal de la résistance.........oooooo 96

A Applic

Itre 5. Systeanes isostatiques a treillis

éralités....... s

« Calcul des  efforts normaux - Méthode des sections..................... 102

Sommaire

5.3, Déplacement d'un systéme & trelllly

5.4, Application - Etude d’une ferme.

R e i

Chapitre 6. Systémes hyperstatiques ...

Géndralités ...

103

o)

106

e 0]

B PONEROY CONTIES . it b i sossivsteisssinsosss vasiombasain S rssr e S

6.1.1. Méthode des trois moments - Formules de Clapeyron..............

6.1.2. Relations entre efforts internes et moments aux appuis ..............

6.1.3. Application - Etude d’une poutre reposant sur quatre appuis.........

6.2. Méthode des dEplacements .......... ...

106

106

108

6.2.1. Principe de la mEthode.........cvommiinimsimimmnsnmssmioig 114

6.2.2. B

arres soumises & des CRArges ...

6.2.3. Application - Etude d’un portique...................coocoooiinvcciin

Bibliographie

Résistance des matériaux

11



o e Je™

Notations principales

aire de la section drojte

axe neutre

directions principaleg

largeur de la poutre

diamétre

allongement

degré de liberté

déplacement

droite

module d’Young
déformation normale Suivant la direction x
fleche
forces suivant les axes X,yetz

fleche admissible

centre de gravité cdg Cou module de cisaillement)
degré d’hyperstaticité
hauteur de la poutre

moment d’inertie polaire

moment d’inertie

Notations principales

Ry, RyetR,

Rip
r-u

p

T Toet I

Txy

nombre d'inconnues

rayons de giration

coefficient de correction du ¢isaillement
longueur de la poutre (ou de la portée)

ligne moyenne
moment de torsion
moments fléchissants autour des axes X, y et z

efforts normaux suivant x, y et z

nombre de barres
charge concentrée

charge permanente
rayon

réactions suivant les axes x, y et z

réaction dans la liaison i sous ’action de la charge appliquée F

rigidité dans la liaison i sous I’action d’un déplacement unitaire

rayon de courbure
coefficient de sécurité

moment statique

section droite (systéme hyperstatique)

systéme isostatique

résistance admissible du matériau
résistance €lastique du matériau
contrainte maximale

contrainte normale suivant la direction x

efforts tranchants suivant x, y et z

contrainte de cisaillement

Résistance des matériaux
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0

contrainte de clvnillement admissible L L
rotation de drofte ’
Chapitre |

rotation de gauche

distance entre I"axe neutre et la fibre extréme

Généralités sur la résistance des matériaux

déplacements suivant y et z

déplacement inconnu

coordonnées du centre de gravité

coordonnées d’un point appartenant i 1’axe neutre

rotation (ou angle de rotation unitaire)

courbure

1.1. Objectifs de la résistance des matériaux RDM

La RDM est une partie de la mécanique des solides déformables. Elle s’intéresse
A 1’étude, de maniere théorique, de la réponse mécanique des structures soumises a
des sollicitations extérieures (traction, compression, cisaillement, flexion et torsion).
Elle permet d’évaluer les efforts internes, les contraintes ainsi que les déplacements

et les rotations des structures.

1.2. Notion de poutre

Les notions abordées dans ce chapitre ne sont valables que pour des solides

ayant une forme de poutre (figure 1.1.), ¢’est-a-dire un solide pour lequel :

— il existe une ligne moyenne Im, continue, passant par les centres de gravité

1 des sections du solide ;
— la longueur L est supérieure ou égale & 5 fois le diamétre D ;
— il n’existe pas de défauts de variation de section (trous, épaulements) ;

— le solide admet un seul et méme plan de symétrie pour le chargement et la

géométrie.

Notations principales




Pl de symétele do 1 po 0 .
; 142, Claailloment i

. . - e 0 In lgne moyenne Im de 1o
Lo moyenne I Lo direction du chargement est perpendiculaire o la lig y

pusnitre, fgure 1.3,
Al (trés petit)

K

y
v

Figure 1.1. Elément de poutre Im

F

(a). Avant déformation

« xemples de sollicitations

Cox exemples de sollicitations seront traités, en détail, dans le chapitre 3.

F
BHon/Compression, . . ... ... S
e poutre est sollicitée en traction (ou en compression) lorsque les actions aux F 3
Ainitéy se réduisent a deux forces €égales et opposées, portées par la ligne .\-\

yenne lm,
(b). Apres déformation

i F
AL e | Figure 1.3. Cistillement pur : (a). Avant déformation, (b). Aprés déformation
(a). Traction (allongement)
1.3.3. Flexion
r g v
ARTURE | A i Le chargement est un moment autour 1'axe Z. Le moment M, est appelé
Al il B - moment fléchissant.

----- "EFNAsssmEsssssssEEEEAEanEst

(b). Compression (rétrécissement) {

Figure 1.2. Traction/compression : (a). Traction, (b ). Compression

| 5 I8 s = P
Ginéralités sur la résistance des matériaux ‘ Résistance des matériaux 17
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(a). Avant déformation

Y .

(b). Apres déformation

Vigure LA, Flexion pure : (a). Avant déformation, (b). Aprés déformation

A, Torsion

Une poutre est sollicitée en forsion lorsque les actions aux extrémités se
iwent & deux moments de torsion M, égaux et opposés, portés par la ligne

wnne lm,

Figure 1.5. Torsion d’une barre circulaire

Ciénéralités sur la résistance des matériaux

14, Conditions nux Hmites « Flxation Iulpl

£

LA 1, Notion d'appui

Un appui est un élément extérieur en contact avee la structure étudide et ln

réaction d’appui dépend de la nature de la liaison appui-structure.

Poutre (dalle)

Appui : poteau (mur)

Figure 1.6. Notion d’appui

1.4.2. Appui simple - Appui glissant

Un contact ponctuel avec la structure (figure 1.7.) :
— une inconnue (réaction verticale) ;

— deux degrés de liberté dll (un déplacement suivant x et une rotation).

Figure 1.7. Appui simple

1.4.3. Appui double - Appui articulé

— Deux inconnues (réactions verticale et horizontale) ;

— undll (une rotation).

Résistance des matériaux
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Figure L8, Appul double

144, Appui triple - [ncastrement

Trois inconnues (réactions verticale, horizontale et un moment fléchissant) ;
;

Pas de degrés de liberté dI1.

Figure 1.9. Encastremeny

Géngralités sur larésistance des matériaux

1.8, Kquilibre 'un corps Yo

15,1, Equations d’équilibre « Principe fondamental de la statique PFS

F.

i

"

Un corps est en équilibre 8'il vérifie le systéme d'équations suivant ;

S F.E0, YF =0, > F,=0

M, =0, 3M, =0, > M, =0

F,, Fy et F, : forces appliquées sur le corps suivant les axes X, y et z

M,, M, et M, : couples appliqués sur le corps suivant les axes X, y et z,

1.5.2. Différents systémes mécaniques

1.5.2.1. Systéme astatique - Mécanisme

— Le nombre d’inconnues est inférieur au nombre d’équations ;

— c’estun cas a éviter (systéme instable).

/s /

(a). Mécanisme

Ry ‘Rz;

(b). Systéme équivalent

Figure 1.10. Systéme astatique : (a). Mécanisme, (b). Systéme équivalent

Résistance des matériaux
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L322, 8ystéme Ivostatique e . ol

[
Le nombre d'inconnues e Cgal au nombre d'équations ;
© Nystéme stable,

!

-

Rz
[

Z R R
(@). Systéme stable

(). Systéme équivalent

Figure 1.11. Systome ; 7
ysieme isostatique : (g), Syszéme stable, (b). Systéme équivalent

4i8.2.3, Systeme hyperstatique

= Le i
nombre d’inconnues est SUp€rieur au nombre d’équations ;
Systéme stable,

R R

Ry R;3

(a). Systéme stable
(). Systéme équivalent

Figure 1.12, § ;
» Systeme hyperstatique : (a). Systeme stable, (. b). Systéme équivalent

22
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LA Application

Déterminer les réactions d'appuis de la poutre reposant lu& ¥
comme montrée ci-dessous : )

l20 kN

A

) o
Gje 4m £ 4m

l 20 kN
A
| Ay P
‘| Av
¢ 4m F

Figure 1.14. Systéme équivalent

Résistance des maldpi




M i il
Vérifions lex dquatons d'équitibre [1.1,); Faisons une coupe duns a poutre selon le plan (ym)_' do muniére .
ZF =A,=0 [1,1.a] nections, Intéressons-nous, par exemple, & I partie gauche de la poutre
\ A o pauche est en équilibre sous 'action des sollicitations qui lul sont .
ZF"' v A" TR B“ e A” W B" =20 kN [11.b] ["effort externe F, des réactions verticale et horizontale au point A ef i
e it imée,
Z M, =B,%x8-20x4=0= B, =10 kN (1.1.c] verticale de la partie de droite supprim

En substituant la valeur de B, dans I'équation [1.1.b], on obtient : A, =10 kN

Vérification: 3" M, =—4 x8+20x4=0.

AVI/ a /IV

Al

1.6. Efforts internes
i | % > 5
L.6.1. Principe de la coupe - Eléments de réduction i A
i A . : . > scani Squivalent
Considérons une poutre chargée comme représentée sur la figure 1.15. D’apres : RIEgESLT6: Sysicuie fideani st

lé principe de I’action et de la réaction, le corps est en équilibre sous l'action des
lorces extérieures et des réactions aux appuis (supposées connues). Cependant, . O sross e s tetor T e s e !
chaque partie de ce corps se trouve ¢également en équilibre,

[1.1.]) se réduit a :

> F. =N, -4, +Fcosor=0=pN=A,— F cosf

Y FE =T,+4,-Fsina=0=>T, =—A + Fsing

e

4

i e | DM, =M, +Fsina(x-a)-A4,x=0
A | et scnmy SIGD ie0 y RRE IR | ,
/§> _é_ : Dot: M,=-Fsina(x—-a)+Ax
e .

a v b
1 Vil

Figure 1.15. Poutre simplement appuyée

Résistance des matériaux i1
24 Généralités sur la résistance des matériaux |




- Lox quantité N, 7y ot M, vont appelden effortn Intornes, Fin RDM, on utilise
Pltdt lew notations No Ty My My et M, qui déuignent respectivement l'effort

normal Ny, les efforts tranchants (Ty et 7,), le moment de torsion M, et les momenu,
Héchissants (M, et M,). y

droite,

L.6.2. Conventions de signe des efforts internes

1.6.2.1. Effort normai N,

OXtérieures et réactions d'appui) sur l'axe des x agissant sur le trongon de gauche,

Un effort normai est positif's’il exerce une traction sur la section considérée (figure
1

1.17.).

4——___:__ _______________________________ —|—____.,

Figure 1.17, Effort normal

1.6.2.2. Effort tranchan; T,

L'effort tranchant T, dans la section droite de la poutre est €gal 2 la somme
algébrique des Projections de toutes Jeg forces sur I'axe des Y agissant sur Ia partie

de la poutre situge 3 gauche de la section de coupe (€quation [1.3.]).

Un effort tranchant Ty est positif s'il a tendance ¢ Jaire tourner la section dans le

Yens contraire des aiguilles d’une montre.

26 Généralités sur la résistance des matériqux

Figure 118, Effort tranchant 3

1.6.2.3. Moment fléchissant M,

e moment fléchissant M, dans la section est égal & la somme al
moments créés dans cette section par toutes les sollicitations agissant

I gauche de la poutre (équation [1.4.]). r
Un moment fléchissant est positif s’il provoque des tensions dans (e

Inférieures d'une poutre horizontale.

Figure 1.19. Moment fléchissant

1.6.3. Relations entre efforts internes

5‘ ] . 2

Résistance des matériaux



Pt e il
\ -

((x)

dx

*

Figure 1.20. Efforts normaux

Vérifions I’équilibre statique de la structure :

1,6.4. Diagrammes des efforts internes

ZF; :—Nx+qx(x)'£ix+Nx+de :0:} dN

Lleps i ] : ; ;
T q,(x) [1.5] La construction des diagrammes des éléments de réduction constitue

i eusentielle dans toute étude de RDM. Un diagramme est un graphe ¢ul

y S " LS Ll -.:
T g,(x) [1.6] vileur de I’effort normal N,, de I'effort tranchant 7, et du moment flél)

ZF; =—Ty—qy(x).dx+Ty+d]; =0=

duns toutes les sections de la structure étudiée.

Les étapes a suivre pour la construction des diagrammes des effo

=L dx
ZMZ,G:, M. +T;.dx+qy(x).—2~.dx+Mz +dM, =0

_—‘>Ty =—iﬁl_z [1.7] |

dx

sont :

calcul des réactions d’appuis ;

: subdivision de la fibre moyenne en trongons, définis par un ch
Le terme de second degré tend vers zéro

-0 brusque de la nature de la sollicitation ou de la direction principa
de la piéce ; ]
D — choix d’une origine des abscisses (en général I’origine correspo d b
es équation o i 3
. S[.6]et[1.7], onarrive a: mité gauche de la structure) ;
2 ey ; NEE :
d]; L d-M . ( ) — considérons un point P de la structure d’abscisse x, puis calculons
— = —— — x /8]
dx dx’? ¥ [1.8] en faisant une coupe et en ne considérant qu’une partie gauche

structure, les efforts internes Ny, T, et M_ ;

représentation graphique des diverses fonctions de Ny, T, et M.

28
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~ Calewl des réactions d'appuly |
Y Fo=4,=0

er ley sectlons ley

 diag dey éldmenty de
pluy sol lenm (zones de concen, g ol mm au dimension-

nement des différents éléments des strucrures,

L.6.5, Applicatio
g Y F,=A4,-20-80+B,=0= 4,+B, =100 kN

Tracer les diagrammes des efforts |
efforts internes du systéme suivant ; > M, =-20x2-80x4+B,x8=0=> B, =45 kN.m

20 kN
10 kN/m e I'équation [1.10.] : 4, =55 kN
: o
v vy ] y Virification: Y M, =-55%8+20%6+80x4=0
A B T
. 2m ¥ 6m o Calcul des efforts internes : Y

Y F,=4,=0
>'F,=4,-20-80+B,=0=>4,+B,=100 kN

Figure 1.21. Poutre reposant sur deux appuis

>'M,, =-20x2-80x4+B,x8=0= B, =45 kN.m

Le systéme équivalent est :
De I’équation [1.10.] : A, =55 kN

Vérification : ZMZ/B =—55x8+20x6+80x4=0

20 kN 80 kN Ry
G o
Ay A
h 'I “B , /10 kN/m
A‘I, B, 4 ( A A X < h 4 v
2t 3 A B
A . —+ 4m7.{ ) C )
v 2m 6 m v
71 A 71

Figure 1.22. Systéme équivalent :
Figure 1.23. Subdivision de la structure en trongons
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O Y Er T Trrean ey ne

Fuiwons 1'dquilibre du -_':: s o

D F =N =0

D F,=-T,+45-10x=0
x=0—T, =45kN
x=6m—T, =-15kN

=>Ty=45—10x=:>{

Figure 1.24. Tron¢on AC

2
X
= ol — =0
E Mo =, ~45x +10 7

=0—>M,=0 ¢
Faisons Iéquilibre du systéme . L el & T ;
= M, =45x —5x 3{x=6m—>M, =90 kN.m

D F =N, =0 [1.12]

2 F, =T +55-10x=0

x=0~>1; =—55kN [1.13.]

T =-55+10
= ¥ x:{x=2m—)];=_35kN

2
2 M, =M, -55:+102 =9
2

x=0—M,=0 L

=M, =55x-5x* =
x=2m—M, =90 kN.m

Trongon BC
Mz[v a 10 kN/m
y y
NX ol l G( - B
45 kKN

sl X v

A1 A

Figure 1.25. Troncon BC

32 Généralités sur la résistance des matériaux
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-55 kN

W

Figure 1.26. Diagrammes des efforts internes

34
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1.7, fiquation de la d W el

17,1, Calcul de la fléche et de la rotation

Le moment fléchissant est équivalent & :

EILy=M,

I désigne le module d’Young (en MPa), I, désigne le moment d'ineﬂ‘.‘ll:,

' la courbure (en mm™).

L. fleche y (en mm) et la rotation Y =@ (en radian) se calculent _ :

I'équation [1.18.] par intégration.

1.7.2. Application

Déterminer les rotations aux points A et B et la fleche au milieu de

longueur 1.

Figure 1.27. Poutre chargée uniformément

Résistance des matéﬁauﬂf
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W VU T | T T T T G N p——— g ] o o P

Moment fidchissant M,
Mr / qi\' B wh oly s

G B
) ql/2
L X »
/1 AT

Figure 1.28. Moment fléchissant

L équation [1.18.] devient :

' 4.2 q! i
2 El yy=—=3" + “pfotie,
S S e LN . 14
: Ely=-ZLx* 4 L3y cxte,
24 12

On détermine les constantes d’intégration et C,en utilisant les conditions aux

limites,
3 2 3
y[x:i]:():—g—’(ij +£(—£J +C]=0301=_q_l‘
2 612 4\2 24
Hx=0)=0=¢, =0
Do :
F o g’
=0)=a, =-
Vp(x=0)=6, 24E]
y-——(—4x +6I* - 1) 3
24EI THREE T q!
, D ux=D=6,=
y= (~x* +2Ix° — Px) 24E1
24E[ x—i s el 5qI*
AT TR

Chapitre 2

Caractéristiques géométriques

des sections planes

Introduction

Ve il
Dans cette partie, on s’intéresse au calcul du centre de gravité, du mom

du produit d’inertie et du moment statique d’une section plane. Lo

2.1. Centre de gravité

T
d %j A=y A
T




L nire ' :
totale A est subdivisde en nombnw.l.).

/

Figure 2.1. Centre de gravité d’une section plane

2.2. Moment statique

Le moment statique par rapport 2 la droite (A) est donné pa :

SA :ZS;:Z&: Ai

[2.2.]

Figure 2.2. Moment Statique

38 T , S
Camcterzsrzques geometriques des sections planes

S b i

81 1 wection possdde un axe de xymétrle ot le cdg G appartient A (A), le m
stitigue est nul,

2
2.3, Application
Soit une section rectangulaire partiellement creuse, figure 2.3,

(a). Déterminer le cdg de la section.

(b). Déterminer le moment statique par rapport i X, |
YA - 4%

Ya

X
,l ’

Figure 2.3. Piéce rectangulaire. Dimensions en mm

(a). Coordonnées du cdg G
Section (1) : Ay = 200 x 350 = 70 000 mm” ; x; = 100 mm ; y; = 175 mm

Section (2) : Ay =100 x 100 = 10 000 mm? ; x, = 100 mm ; y; = 250 mm

_D.xA4,100x70 000-100x10 000

= 100 mm
: Wi 70 00010 000
Eq. [2.1]:
_ 2 A _175%70 000-250x10 000 _, ) o
s 70 000—10 000 ’

Résistance des matériaux



(), Moment statique wmpm&m . T —
: 2.5, Théoreéme des axes paralldles « Théoreme de Huyghens

Bq [22): S, = =
q =D Vad =175%70 000~ 250510 000 = 9 750 000 mm'

e moment d'inertie de I'aire A par rapport & (A) est donné par la relation :

2.4, Moment d’inertie 1, =1, +(20,65+d()4 [24]

lLe "inertie "ai
moment d'inertie de Paire A par rapport a (A) est donné par la relati
clation

‘A =Z(/G, +024)
[23]

Figure 2.5. Moment d’inertie

Figure 2.4. Moment d’inersic Si I'axe (A) passe par le cdg de la section, I’équation [2.4.] devient :

L=l +d. 4 125

Le moment d’inertie est toujours positif.

L’équation [2.5.] est ’expression du théoréme de Huyghens (la méthode la plus

utilisée).

10 Yaractérice 5
Caractéristiques géométriques des sections planes
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16 Moment d'Inertle ot prodult d*inertie Ca do teanslation d*axes

Lew moments d'inertie de 'ajre A dans le repare (x'0'y") son ;

ly=1, + (zyayu o .th)A (2.6.]
Iy=1, 4%, +x3)A4 bt |
Loy = IO T (s ATNE YoXg + Xo ¥y ) A [2.8.]

S les axes (ox) et (oy) sont principaux, les équations [2.6.], [2.7.] et [2.8.] se

iménent A :
=l 45 [2.9]
L=ty S [2.10]
[x’y' =[xy +x0y0/1‘ 2.1

Figure 2.6. Translation d’axes

42 Caractéristiques &éoméiriques des sections planes

T —

48 Momo;u d'Inertie et prodult d'fnertie « Cin de rotation d’axes

| on moments d'inertie de I'aire A dans le repdre (x'07y") sont :

L tx Za iz.lz.l
]1|' e 2 (Ir y) 2 ( x y) OS a xy 5
12.14.]

1 .
Iy =1, cos 2a+5(1x —1,)sin2a

Figure 2.7. Rotation d’axes

43
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18 d'inertie principaux ,.,w}. i

L+l I -17
e B 215

Directlons principales

ﬂ!'_ = I )sin?2 = oY HZIxy
i ®(( —1 )sin2e, =21, cos2a, = 0= tan2a, = A [2.16.]

T
@, et &, + -2- sont appelées directions principales.

2.8. Application

Soit la section en L, figure 2.8.

(a). Déterminer la position du cdg de la section.
(b). Déterminer les moments d’inertie L. Iy et I,

(c). Déterminer les axes principaux et les moments d’inertie correspondants,

44 Caractéristiques géométriques des sections planes

(a). Coordohnées ducdg G

Eq. [21]: %

v
Jﬁ‘y
+# \ .
X -y
" G > i
8 i N
" 60 J 3
Zl A 2
Figure 2.8. Section en L. Dimensions en mm
Section(]):A1=8><80:640mm2;x’1=4mm;y’1=40mm
Section(Z):A2=52x8=416mm2;x’2=34mm;y’2=4mm
Z  AX640+34X416 _ o o o
> 4 640+416
Zy,A[_40><640+4><416 — 25,83 1

>4

640+416

Résistance des matériaux |



() Déterminer les axes wm. correspondanty

Directions principales (équation [21‘.1)5 4 ol

(), Moments d*inert héﬂ&“w F
; ? ;

En appliquant le théoréme de Huyguens, dqunﬂmﬂ.é.]. on obtient ;

l'=s] Rt ag =blh13 !
Mt i L L —1-2---1-(40-,,,;,)=,,1|

;i 8% 80’ 2
o =75 H(40-25,82)° X640 = 470 019,67 mm*

21, . 120 Ted0) a5 77

T A
-1, (67-324)10° " |a,+==11877°

tan2a, =

3
]2=[2+ ,'—42A =b2h1 7 ’
PR R )y Moments d’inertie principaux (équation [2.15.])

‘]mftx:Ix-i-Iy 5 Ix—‘ry 2+12 . Im-m=1,95.105 mm*
i 20 2 2 1, =810 ‘mns

Les axes principaux (I) et (II) sont donnés sur la figure 2.9.

12 h 52X83 2
e +(25,82-4)" 416 = 200 281,43 mm*

Dol

d =I: +]f =6,7%10°mm®*

],| = SOXS3 7)
ke +(15,82-4)* 640 =92 829,27 mm*
8x52° &
= +(34-15,82)>x mm y
P : 416 =23 |
i 1231,83 mm* -
Dol ; g
I, =1'+I* =3,24x10°mm* .
/ i,y &'« el
X —[x_y +Ixy =Xa Va4, *+X6:Y5.4, =-2,72%10° mm* i \ x‘?&ﬂn -
’ ~U|G i
i 1 (2)/ a

Figure 2.9. Axes principaux
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Chapitre 3 MR < | WS -'VA
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THLIE | ‘L_ .

Flgure 3.1, Poutre en traction

Sollicitations simples

Mz vk B

il .

N
s

Généralités

Une sollicitation est dite simple si dans une section droite d’une poutre il existe

sceulement une  seule composante d’efforts internes (traction/compression,

I . l Figure 3.2. Efforts internes
cisaillement pur, flexion pure, torsion pure).

I'nisons le bilan des forces :

S, =N, +F =0 N, =F

i iuab gt
ZMZIG=M2=0

3.1, Traction pure - Compression pure

Une section droite A d’une poutre est sollicitée en traction pure (ou en
compression pure) lorsque les éléments de réduction (efforts internes) par rapport au
centre de gravité G de la section, dus aux forces externes, se réduisent & un effort

normal N,. .
x Les efforts internes se réduisent a I’effort normal N, : 9
3 I

— i leffort N, dirige vers I’extérieur de la section (Ny = 0) 1

— i l’effort N, dirige vers I'intérieur de la section (Ny < () ¢ coms

Résistance dex mii
A




W %
3. L1L.1 Contrainte normate

Chaque élément de surface dA supporte un effort dF paralléle i la ligne moyenne

:)m de la poutre. Il y a répartition uniforme des contraintes dans la section droite
"ol |

U:ﬂ.
A

X

@7, : contrainte normale en MPa ou N/mm? ;

N, : effort normal en N :

A : aire de la section droite en mm?,

Figure 3.3. Distribution de la contrainte normale

Sollicitations simples

A ge—T T

AL L2, Déformation et dlplacmﬁ I | '-l

ARLIRTL .

L déformation est donnée par la loi de Hooke :

£, déformation normale suivant la direction X ;

(2 contrainte normale en MPa ou N/mm? 3

I/ : module d’Young en MPa (ou N/mm?).

En substituant I’expression de 0, dans I’équation [3.5.], on obtient :

o N

X X "."‘ N

£, =—FX=—%
E . A

I’ allongement (déplacement) de la poutre est donné par :
Al N, NI
Ex =—= i =
I EA EA

Al : allongement de la poutre en mm ;

[ :longueur de la poutre en m (ou en mm).

Résistance des matériaux |



X102, Condition de résistance Vighen o v
La condition de résistance s’ écrit : (1) : Ky Ay (2) 1 Ky, Ay 650
o AR R oA
Toax = TS & — [3.8.]
A s
i
(.. contrainte maximale en MPa ; 7

¥, : résistance admissible du matériau en MPa ;

7, : résistance élastique du matériau en MPa ;
¥+ coefficient de sécurité. ; j
Figure 3.4. Bloc suspendu. Dimensions en mm
3.1.3. Application

On isole le bloc des deux barres (1) et (2).
Calculer les contraintes et les allongements subis par chacune des barres

supportant le corps rigide de section constante et de masse de 3 000 kg,

Les caractéristiques des barres sont :

- Barre (1) : E; = 70 000 MPa ; A, = 240 mm? N, N,

A B

=

100 250 | 200 150
7 B 1 1

~ Barre (2) : E; = 210 000 MPa ; A, = 180 mm?

Les barres (1) et (2) sont soumises 2 une traction sous 1’effet du poids du bloc. -

v
P=3000kg

Figure 3.5. Modele mécanique. Dimensions en mm

il . ssistance des matériaux
Sollicitations simples Ré




Fiquations d'équitibre |

2M,, = =Px250+ N,x450 = 0=> N, =1666,67 kg
2. M,, =Px200-N,x450 =0=> N, =1333,33 kg

Vérifiant: N, + N, = P=>1333,33+1666,67 = 3000 kg

Contraintes dans les barres :

. Nipe 13333;3
i Z ) 240 = cEabil Figure 3.6. Position finale
_ N, 16666,7
20 o =92,59 MPa 3.2. Cisaillement pur

4 180

On dit qu’une section droite A d’une poutre est sollicitée en cisaillement

Allongements dans les barres : lorsque les éléments de réduction par rapport au centre de gravité G (cdg) d

Nl 13333,3%650

section dus aux forces externes se réduisent au seul effort tranchant 7.

Al i
'"EA 70000x240 Uppe i
NI, 16666 boti ¥
NﬁE“ = ’7X650=0,28mm IF e 5 —
A 210000x180 P il | I
g r

Figure 3.7. Assemblage des piéces par boulons

3.2.1. Effet de Ucffort tranchant

3.2.1.1. Contrainte de cisaillement

dans la section droite (figure 3.8.).

Résistance des matériaux
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Dlob: 7, o 1) oy ;i F’ " # T e

A '3‘9'] " g
E . d
Ty | CONtryjn e tangentielle en MPa ou N/mm” ; iy "\ !
T..Iﬂﬂ‘ort tra " i l\qL ----- . T
nchant en Newton ; X ‘ia (!;“

A taire de section droite cisaillée en mm?,
(b). Aprés chargement

Figure 3.9. Effet du cisaillement

7. =L=Gy =GZx=—-—=—1L
e Y dx 2 G
& _T,
dx GA

G étant le module de cisaillement.

L'expression [3.10.] est I’équation de la déformation moyenne due a l'effo 1

Figure 3.8, Distribution de la contrainte de cisaillement

tranchant T,.

Sl 2, Défes ;
1.2. Défe Fmation de cisallement
En déforyy,,
ation élastique, [a contrainte de cisai ie linéai :
r . qu e cisaillement 7 4 Varie linéairement en
lonet =
tonde 135510 e glissement Yy.

3.2.2. Condition de résistance i

Al (trés petit)
v

La condition de résistance s’écrit :

____________ - A . T T v'
. T <7T=-=% i

o
max—A P

(a). Avant chargement 7 : contrainte de cisaillement admissible en MPa ;

s : coefficient de sécurité.

56
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32,3, Application | '-!/ ‘

Deux oles, de 200 mm de largeur, sont assemblées par deux files de boulons de

diamétre de 12 mm et sont sollicitées par un effort de traction ¢égal & 150 kN (figure
Cipllo

Vérifier la résistance et en déduire I’épaisseur minimale des piéces et le nombre
de boulons nécessaires.

Données : 0, =240 MPa ; 7, =160 MPa et s = 1,7 (coefficient de sécurité).

. I TN N F
— I ;
NSNS
: o O
 — . ettt
o O
Figure 3.10. Distribution des boulons
Contraintes admissibles
Contrainte normale admissible : o= % = 24_0 =141,2 MPa
w17 ’
Contrainte de cisaillement admissible : == T = 1—§9 =942 MPa
ST y

58 Sollicitations simples

L =200 mm .. -

Figure 3.11. Section cisaillée

Aire de la section droite : A = (I - 2(d+2)) x e = (200 —2(12 +2)) x e = 172¢

Caleul de 'épaisseur de la piéce

a=£55®M$141,2:>€2—15—0L00——=6a17 mm
y 172e 172x141,2

On prend e = 8 mm.

Nombre de boulons nécessaires

Aire de la section cisaillée par boulon :
A, = %(d+ 2) = %142 153,94 mm’

P T 1000 g 00, 150000 88
A s 153,94xn 153,94x94,2

On prend 12 boulons. Il existe 2 files. Il faut 6 boulons par file.

3.3. Flexion pure

On appelle une flexion pure I’effet produit dans les sections droites d’une poutre

Résistance des matériaux




3.3.1 mw mmul,ﬂlahhmil lla o |

3311 Contrainte normale

FNESEEENPY g

La flexion dans le plan (xoy), figure 3.12.

M/'@ib .......... e

X x X

1 J

' aprés la loi de Hooke : 0, = E€, = % y i

[tudions 1'équilibre de la section :

> F,=0= IO‘di=0:>£j-ydA=0:>£yGA=0
i P i £

(a). Avant chargement (L'axe neutre AN passe par le cdg de la section.)

p : rayon de courbure

YM =0 jo-xsz=0:>£jysz=o:>£1yz=o '
y P a ‘

(Les axes y et z sont principaux centraux.)

ZMZ=0=>MZ‘“_[0}J’CM=0:>
A

z

M, _Ej 2dA =M, = = Ly
I3 p M

z

(b). Apres chargement

En substituant o dans 1’expression de O, on trouve :

Figure 3.12. Poutre en flexion Fe T

i

I, étant le moment quadratique de la poutre.

Sollicitations simples
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AN, C'onlﬂiollud'!milm c =
L condition de résistance &'éerit : I ol uh 0 ..

oM = A—f-'-|v,| < Ol

M "
0'::1“ ='—L‘V:‘$ O adm : .
z LRI 4]
ue s
v, ¢ distance entre 1’axe neutre et la fibre la plus fond d'
v, : distance entre I"axe neutre et la fibre la plus P Mg

o, : contrainte admissible due & la compressio
adm *

o', : contrainte admissible due a la traction.
adm °

% Uln ¥ _. ) '
Vi Zone compiMén il
2 £.-.- \'-I“-l-

P ) :
Figure 3.13. Distribution de 14 contrainte normale dans I'épaisseur de lg poutre vz Zone tend

3.3.1.2. Déformation normale

ibuti i dle dewy, ¢ ne section q
| i istribution de la contrainte norm
e Figure 3.14. Distribu
’ 5 MZ [3.18.]
&Y y y . .
N
1t
Résistance des matd) '
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33, Application -

Vérifier la résistance de la poutre entre les deux eharges de ln poutre suivante ;

Donnéey ;
@ =15 MPa : contrainte admissible & la compression ;

Ty =3 MPa : contrainte admissible  la traction ;
1, = 1,667 x 10" mm*,

20 kN 20 kN
l 7 vi= 200 mm
vl B < ‘
/5} e va= 800 mm
/]I{ 1m /lv 3m /IV Im /IV.

Figure 3.15. Poutre en chargement ponctuel

64 Sollicitations simples

)
4 V
1 m 3m 1 m o
e 20 KN
ax T
T, >
= '
=20 kN
20 kN.m
M, =

Figure 3.16. Diagrammes des efforts internes

La condition de résistance s’écrit :

6
o= Af v1| 5 Eg;l?om x200=0,23 MPa<o;, =15 MPa
,667 %
6
ar = Afz vzlzl 22?1(1)010 x800=0,959<0.,, =3 MPa
z 2 X

La condition de résistance est vérifiée.
3.4. Torsion pure

On appelle torsion I’effet produit par un moment de torsion M, dans une section

droite d’une poutre.

Résistance des matériaux



La torston est dite torsion pure si entre deux Wdl I pléce, ona

BB _ BB 4
| —— . “ conutante
N,=0, T,=T,=0, M,=M, =0 I321]L On peut éerire | L
3210 i
M,=M, #0
# f ) Dol : %-%L=I9 4 !
1

. ; i : tion unitaire [rad/mn|
3.4.1. Torsion d’une barre circulaire @ : angle de rota

La torsion d’une barre circulaire présente, en général, deux intéréts :

~ elle est fondée sur I’expérience. Sa formulation analytique donne des

résultats similaires 4 ceux obtenus expérimentalement ;

~ elle est trés répandue dans la construction mécanique (automobile,

aéronautique,...).

A4.1.1. Observations expérimentales

~ La longueur et le diamétre de la poutre restent constants aprés déformation.

—

2 )

{3

Figure 3.18. Moment de torsion-angle de rotation

— Les lignes génératrices restent rectilignes aprés déformation.

— Les surfaces planes restent planes aprés déformation (hypothéses de

Bernoulli).

3.4.1.2. Effet du moment de torsion
Mt . . i
£ Dans une section circulaire, on admet que les contraintes de cisaillement

tangentes aux cercles concentriques (figure 3.19.) ¥

Figure 3.17. Torsion d’une barre circulaire

L Résistance des matériaux
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. N N |-:|' o gl al o Vli'.ll
g Sl alaly, B0l
Pour une barre clreulaire | [ = lel ' . ool
)
1, + moment d'inertie polaire

d ¢ dipmetre de la barre

M ,
M, =G9[n=:>00-£/[—'=>r=-I—Lp=>r,m =—I—R
Iy 0 0

3.4.2. Torsion d’une barre rectangulaire

Dans le cas des pléees prismatiques, I’hypothése de Bernoulli (le§

droites restent planes Apren déformations) n’est pas vérifiée. Donc les 4‘;:

établies dans le cas de harren circulaires, ne sont plus valables.

Figure 3.19. Contraintes de cisaillement dues d la torsion

On peut écrire :

BB'= pda
£ e no e ey D s o g
dx de  p

[3.23]

Le glissement ¥ est maximal pour p=R. D’odv: ¥, = RO

D’apres la loi de Hooke :
T=Gy=Gpl=r1, =GV,..=GCRO [3.24.]

Efforts dus a la torsion
dff =1 dd
M, = [pdF = [prdd=[pGpoda= Gﬁjp2 dAd=GOI, [325]
A A4 A A

i
Résistance des matériauy
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. Condition de rdsistance

L'étude de la torsion de barres Mﬂ pleine et basée sur |
méthode de Saint-Venant, ' .

L vondition de résistance #'éerit: 7, ST
4

f,u gondltion do rigldité wéerit: By, S

..... ol bl ' A, Application

= | XUrer
Solt un tube (D, d), de longueur (=S5 m, encastré A I'une de ces e
= al’ re 3.22.).

i i ion de I"extré
Déterminer la contrainte de cisaillement maximale et la rotatio b

Ibre.

Daonnées :

Figure 3.21. Distribution de la contrainte de cisaillement

1) =30 mm ;

L condition de cisaillement est donnée par :

M

f

[3.28.]
a(hb®)

I."angle de torsion par unité de longueur :
M

!

e 3.29.

d=25mm;
(3 = 80 000 MPa.

max

: h
Les coefficients ¢ et B sont fonction des caractéristiques géométriques m = — |

m | 23 5 10 20 ©o Figure 3.22. Tube circulaire en torsion
o 0,208 0,258 0,292 0,313 0,323 0,333

| B | o141 | 0249 | 0202 0313 | 0323 | 0333

Tableaun 3.1. Quelques valeurs de o et Ben fonction de m

Résistance des matériaux
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Le moment d'inerte poluire ol I 61, o

ly= --—(D4 d") "3 (30“ 25') = 41 1,31.2 mm'
La contrainte de cisaillement maximale

(4
L L 10” 30

e = 546,76 MPa
L A2l
ILa contrainte de cisaillement minimale
6
N M d 1,5x10 25 = 455,64 MPa
I 2 41 151, 2 2

G énéralités

A
V . . 0 . {
Une sollicitation est dite composée si dans une section droite d’une piéce, |

plus d’un effort interne.
Soient ox, 0y et oz des axes principaux (figure 4.1.).

e l‘
Dans cette partie, nous nous intéressons aux sollicitations composées [

o

courantes : 1

|

flexion plane : (M, T,) ou (M,, T2) ;
Figure 3.23. Distribution de la contrainte de cisaillement

flexion déviée : (M, T\, My, T.) ;

flexion composée : (M,, Ty, M,, TN

flexion-torsion : (M., Ty, M,) ou (M,, T, M,).
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Figure 4.1. Efforts internes » |
' ih

ik | L . (onsidérons un plan de charges (xoy).

| contrainte normale est donnée par : 4

; { : 1

Une flexion est dite plane si dans une section droite de la pigce, il existe dbﬂ e
composantes d’efforts internes L 9: %7 y oo
. —J“z |

=~ dans le pl : : - :
§ e plan (xoy) : (M, T,), figure 4.2.a ; alente & 1'équation [3.17.], chapitre i

A

|.'équation [4.1.] est équiv
= dans le plan (xoz) : (M,, T,), figure 4.2.b.

4.1.2. Contrainte de cisaillement
Soit un élément de longueur dx infiniment petit de la piee

L +ATJ,
N +AN,

y

(a). Plan (xoy)

(b). Plan (xoz)

: i 3. Elément de poutre
Figure 4.2. Flexion plane o ¢ U

Sollicitations composées .




B —
R e ST I T ] T

i Pout lew sections courantes, 1'éqe _ Y YHRCRRRAETRT s
4.2 | o
w-szy— bR A | J
: A . 3

[4.3.] 3
k= 3 pour le cas des sections rectangulaires ;

4
k= s pour le cas des sections circulaires.

IR

T, = ZL Ez_ A est la section transversale de la poutre.
I
b1, [4.4.] -

S

. et I sont les moments statique et d’j

inertie de la section considérée 4.1.3. Application

respectivement,

Lé i
quation [4.4.], donnant Iexpression de Ia contrainte de

. . P . . e .
cisaillement, est 1a formule Al Déterminer I'expression de la contrainte de cisaillement 7, en

L)
T
ar

| 1 | J
|'effort tranchant Ty d’une pisce rectangulaire de dimensions (bxh), figure 4.5

() &
i

Y{\
/
¥ e,

FALEERT

e
v

Figure 4.5. Section rectangulaire

Figur istributi
gure 4.4, Distribution de Ig contrainte de cisaillement
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Caleulons e moment statique et le moment d* et

Al 1fh e
S, (2 y]”(”z[z D g 4y%)

3
AL
1

Ein substituant la valeur de S, etde ], dans I’expression [4.4.], on obtient :

31 »:
T, = =
Ny h’

4.1.4. Calcul de la résistance

Les étapes du calcul 2 la résistance sont -

maximum) ;

= déterminer les points dangereux dans la section (points les plus éloignés de

I'axe neutre) ;

SO
g.20=—%

s
Ty ST

O, T : contraintes admissibles du matériau 5
7, : limite d’élasticité du matériau 1

s : coefficient de sécurité.

Sollicitations composées

Ie In wection transversale 1

déterminer les sections dangereuses (zones ou les efforts internes sont

évaluer la valeur de la contrainte normale et de la contrainte de cisaillement :

vérifier si les valeurs calculées sont inférieures aux valeurs admissibles 4

[4.6.]

'l*l_’ = A Z

o Véritication d'un eritére de rupture (ean d'un matériau ductile) +
‘f a) + 31':1, <@ (Crittre de Von Mises)

WA, Caleul de la rigidité

~ Le caleul de la fléche se fait en utilisant I'équation différentilié!';

élastique, équation [1.18.] :
d?.
E], -a-'xé' = M

~ La fleche maximale doit satisfaire la condition :
Ve f

f X _i_ [ étant la portée de la poutre et f ﬁml
150 1000’ ‘

admissible. 'l :_'

—  La vérification 2 la flache s’effectue aprés la vérification a la résis
4.1.6. Application

Soit une poutre, de longueur ! = 4 m, reposant sur deux appuis et chargés

le montre la figure 4.6. :

x “ 2m NS ¥ 60 mm
A

Figure 4.6. Poutre reposant sur deux appuis

Résistance des matériauy L




-DaMh,g,'B.laoOoMP la )

([ ;- 18 = :
Lo chargement eg dung 1 plan (xoy) s o i

Sections dangereuses (uﬂm.a.)

S): T, =% 0,75kNet M, w0
(S0 T, = 0,75kNet M, w1, Sk

Vérification de Iy rc’.r!.s'ranog
Réactiong d’appuis

Points dangereux (distributions des contraintes, figure 4.9.)

X 1,5 kN

', est maximale a y = ;-2—

7., est maximale sur I’axe neutre AN (2 y = 0)

-

Figure 47, Réactions d ‘appuis

Efforts interneg

Figure 4.9. Distributions des contraintes {(normale et tangentielle)

i

Moy kM. isnPa <o -1
b2 bh .‘

12

Eq.[4.1]: 0, =

z

Fi
IZure 4.8, Efforts internes

=]

Eq. [4.5.) ; Zs =1,5j=0,252_'=5 MPa

Les efforts ];

et M z D€ sont
Nt pag g (hypothese de la flexion plane).

80
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S _4 I IR = W r-mw
Vérification de la rigidité '

ARTERRTIN S 42,1, Contrainte normale _' il b atniiine’y
La fléche maximale est caleulée par 1'équation [4.8.] |
- P el / o g ? | & L. contrainte normale est donnée par:
— = mnl | — ) i
A8E1 bh’ o M, M -l
12 g ! 4 4
On appelle I'axe neutre AN I'ensemble des points ot la contrainte normale es
4.2, Flexion déviée Soit un point P(xo; yo) appartenant a I’axe AN. Alors :
Une flexion est dite déviée si, dans une section droite de la pidce, les efforty —Zy +-——M” == Yo _ ) 1 = tanf}
\ rm B 2 AT S
internes (M., T,, M, et T,) agissant sur les axes principaux ne sont pas nuls I i ¥ i %o & IJ’
10). :
(figure 4.10.) M, et M, sont les résultantes du moment M. D’ ot :
M,=Mcosx .
: —andi=—
M,=Msna il

En substituant I’équation [4.12.] dans [4.11.], on arrive a :
IZ
tanf = ——=tanc
/L y‘

Figure 4.10. Flexion déviée

Figure 4.11. Coordonnées d'un point appartenant a l'axe neutre

Sollicitations composées

Résistance des matériaux




‘I’l4l Cﬂfﬂﬂl d‘ ,a r"‘dm ‘w ‘ w1 s L e

i y '

~ Le caleul de la fleche se fait en utilinant 1'équation différentielle de la

4.2.2. Contrainte de clsalllement PR Wl siioino'y 10

La contrainte de cisaillement en un point est donnde gour:

(¥ ‘\fr.\::y Ly T:; [4.14,]*.} élastique (équation L8 w-m;
' 2 o
Avec EI,d {=Mz o
iy %% Avec :
s T8y i 7 =Ab@F +IvF
Xz b ly

v(x) et w(x) sont respectivement les déplacements suivant y et z.

4.2.3. Calcul de la résistance — La fléche maximale doit satisfaire la condition :

P

Lew élapes du calcul de la résistance sont :

~ déterminer les sections dangereuses (zones ot les efforts internes sont I ] =
: : f =——+———, [ étant la portée de la poutre et f étant la
maximum) et les points dangereux dans la section (points les plus ¢loignés de 150 1000
I"axe neutre) ; admissible.

~ caleuler la valeur de la contrainte normale et vérifier qu'elle est inférieure

la valeur admissible :

o S0 [4.16.]

O : contrainte admissible du matériau ;

~  vérification d’un critére de rupture (cas d’un matériau ductile) :

A O'f 43 < o (Critére de Von Mises) [4.17.]

Sollicitations composées Résistance des matériaux




“l’l.a A”"m" iy

Low wuuﬂlﬁquu Mwmwwm i
A m 16.4.10' mm? ; 1, = 541,2.10' mm* 1, @ 44,910  mm'

Caleuler la charge maximale P que peut supporter wne panne en IPE140 en

LAtre décomposé comme |
respectant les conditions de résistance (figure 4.12,) : Le vecteur de chargement P peut-étre d

Données : & =120 MPa - P= Pyj + Pk

Avec :
P, =Psin25=0, 423P
{pz = Pcos25=0,908P

Toiture

L

= T
/ A :

81 > %/ \ -0,212P [KN] e
7F 4m %4 Ty\ : -'ju
| o
0,212P [kN] 1
(a). Position de la panne en IPE140 dans Pespace
- ‘."
M, = !
-0,454P [kN]
wal I3
Tz Tk 3
0,454P [kN] ;
0,908P [kN.m] 1
1 3
S [
(b). Position de la panne en IPE140 dans le plan Figure 4.13. Efforts internes ‘
Figure 4.12. Disposition d’une panne sur la toiture
'

[ it 87
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e N R I WO R A —
Lo efforts 7 et M, ne wont pas nuls (hypothise de 1 flexion plane).

Fiquation de I'axe neutre (équation [4.11.]) :

A.XL, Contrainte normale

Lu contrainte normale est donnée par ;

M M | / ‘
%Ly,ﬁ«-[—n&zru=--0-_*;—Jz-f-'ﬂ—=~--—-i’--ll-=-ntcm,c9=-=-0,l7=.~»,¢Si=-9,64‘=‘é 1 ax-%+ﬂ—f‘-y+£fiz ’J‘
X v 0 gy 4 1 y ‘,

Clest I'équation d’une droite passant par le cdg de la section, Jigure 4.12.b.

A étant 1'aire de la section droite de la picce.
Le point B(=36,5 ; ~70) est le plus éloigné de I’axe AN.

Equation de I’axe neutre
La contrainte normale maximale au point B

4 ~—M __My Soit un point P(xy; yo) appartenant a I’axe AN. Alors :
- erpP A 7 28 =46,13P [MPq]
: M
i Nx+—-~sz0+——‘IyZO:0
0!|=46,13P<0=120= P=2,6 kN y i

z ¥

D’ autre part (figure 4.15.), ona:
4.3, Flexion composée

N=P
M =Py,
Une flexion est dite composée si, dans une section droite de la piéce, les efforts W =Dz
=Pz,
internes (N, M., T,, M, et T;) agissant sur la section ne sont pas nuls, figure 4,14, 7

En substituant I’équation [4.23.] dans [4.22.], on obtient :

Y 2
1+—_*2P—y0 +TZO =)
I .

avec @

/4 1
Pty =

YT d L

i, et i, sont les rayons de giration.

Figure 4.14. Flexion composée

i : istance des matériaux |
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| ﬂ.&.&mﬁmml i T r;\’m-. |

Lacontrainte de cisaillement en un point est donnde par ;

Tm ,/z-;, +7l [4.26.]
i

avee |
T8 TS
7 n—y_—-!-. et 7 =_'*'_....l. 4-27. 1
yen i Rl e
7
E 3.5, Appl
4.3.3. Calcul de la résistance ‘ 4.3.5. Applieation

Calculer 1 (Atge maximale P que peut supporter une console en IPEI0

1 de la rési : :
J% {essidi ealonlde Jaxésistance sont respectant Ten sonditiony de résistance (figure 4.15.) :

= déterminer les sections dangereuses (zones ol les efforts internes sont

maximums) et les points dangereux dans la section (points les plus €loignés j"
de I'axe AN) ; t

= évaluer la valeur de la contrainte normale et vérifier si la valeur calculée est

inférieure a la valeur admissible du matériau ;

0.<0 [4.28]

4.3.4. Calcul de la rigidité

La fléche maximale doit satisfaire 1a condition :
=7 [4.29.]

! 'lgure 4.15. Console encastrée a une extrémité
J étant la fleche admissible,

Données: @ w120 MPa

Résistance des matériaux
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B | e ! ES S A Ty

f:::;)
Ny
~030P [kN.mm| )
l 3p 70P [kN.mm| M,
2 70P [kN.mm|

1070P [kN.mm]

A036,5P [kN.mm] %,-536,51’ [kN.mm]

Fi 4, ]
gure 4.16. Bilan des forces dans le plan (xoy) r

Figure 4.18. Efforts internes

Il existe deux sections dangereuses (S1 et 52), figure 4.18.

3 ] SR
]\f)c =—P Nx =-P
zik\ - _36.5P [kN.m] (S1: M, =-930P ($2): {M, =10708
M, =-1036,5P M, =-536,5P

Figure 4.17. Bilan des forces dans le plan (xoz)

¢ s
92 Sollicitatio™¥as composées
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R i | b o b o

e plus Elolgné de 1'nx

et S e T ———

Equation de I'nxe AN ; dquation [4.22.): LIRS |

P93P 1036,5P | P 1GNESNIE P . .o
(SU- A I' .Vu Iy zo 0 d.-16’4lloz+44|9.‘ J 41'2'10 ' "
‘ ‘ﬂ 20,71 kKN !
ot t P =0,71 kN
A4, Flexdon-torsion

Figure 4.19. Equation de I'axe AN (S1)

Le point le plus éloigné de I'axe AN est C(70 ; 36,5), figure 4.19.

" P 930P 1036,5P
== — 70— 36,5=0,153P <120
16,4.10° 44,9.10* 541:0.10"
= P <0,78 kN
. P | 1070P | 536,5PZ 4
i— i N Fi 4.21. Flexion-torsion
A Iz Iy igure

4.4.1, Contrainte normale
| 4 contrainte normale est donnée par

M M
a, -—-I—Zy+—fiz

z Y

A étant |'nire de la section droite de la picce.

Figure 4.20. Equation de 'axe AN (52)

L 4 ssistance des matériaux
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44,3, Contrainte de clsailiement SRR, . . o

oLy

La contrainte de cisaillement en un point est donnde par :

AAA Application Al

Culeuler le diametre de In ﬁl& en feapectant les conditions de

Loud 1 2 (Mgure 4.22.) :
T= Ty Tl + T [4.31.] B
Avec :
2.8 7N M
T =.i._i'z'xz=_z..—y- et = ——uip [4.32,
R oeL e Ty ]
M, : moment de torsion ;

Iy - moment d’inertie polaire ;

R : rayon de la barre.

¥

44:3. Calcul de la résistance Figure 4.22. Console en flexion-torsion

Les étapes du calcul a Ia résistance sont ;

déterminer les sections dangereuses et les points dangereux dans la section ;

Données : & =120 MPa et 7 =90 MPa

¢valuer la valeur de la contrainte normale, de la contrainte de cisaillement

due  la torsion et vérifier si les valeurs calculées sont inférieures aux valeurs 70D [kN.mm]

140kNl :_ s
74

/1

admissibles du matériau :

O, <0 et7,<7T [4.33.]

= pour un matériau ductile, il faut vérifier un critére de rupture :

VO +37] <0 (Critere de Von Mises) [4.34.]

1m

PR S

Figure 4.23. Systéme équivalent

06 Sollicitations composées Résistance des matériaix




<140 [KN.m| | b
v
M, ( ‘ L
M, >
=
70D [KN.m] &

Figure 4.24. Efforts internes

La contrainte normale maximum est donnée par I’équation [4.30.] :

g o M, _140.10° D _ 1,426.10°

2 Iz y £D4 2 .D3
64

=120= D, = 228, 2 niif)

La contrainte tangentielle due 2 la torsion est donnée par I"équation [4.32.] :

max O-Dl ; 5 2 i =

T =1_._O_£=ﬂ5(?_m_31'=90:>D2_>_62,95mm
£D4 2 D
32

Dot : D =230 mm.

Sollicitations composées

T———
..“m..s. i

Chapitre 5

Systémes isostatiques a treillis

Giénéralités

LI systéme a treillis est une triangulation de barres droites articulées w
(Hgure 5.1.).

Membrure supérieure
l Diagonale Neeud

Montant

T

Membrure inférieure

Figure 5.1. Poutre auvent



.

82 Exemple

Déterminer le degré d’hyperstaticité / des systemes suivants :
(a) "

5.1. Systéme a treillis

5.1.1. Détermination du degré d’hyperstaticité

Figure 5.2. Mécanisme

Le degré d’hyperstaticité H est égal a la différence entre le nombre d’inconnues i ‘

ct le nombre d’équations : I=14
H=i-3n [5.15] Bni=5x5=15
H =i-3n=-1<0:systeme hypostatique. S
n étant le nombre de batres de la structure. (b).
Pour une liaison articulée : ‘
_ C 4
i =2(n,—1) [3.21]
2 4 :
Pour une liaison encastrée : A o 5 B
iy - /% D e
i=3(n,-1) [3:3] :
iy, étant le nombre de barres connectées au nceud considéré. 2
Figure 5.3. Systéme isostatique
— Si H < 0: systéme hypostatique (mécanisme) ;
i=15
— Si H = 0: systéme isostatique ; Iy = T35 =15

; 3 : H =i-3n=0: systéme isostatique.
— SiH > 0: systéme hyperstatique d’ordre H.
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" A Déplacement d'un systeme b trelllls h

1.e déplucement est donné par I'expression ; o
"
Yl
N ki X N pl T A
i
B xS,

|| numéro de la barre ;

Oy ™

# 1 nombre de barres
N, + effort normal produit par la charge P sur la barre i ;

Figure 5.4. Systéme hyperstatique

N ;', + effort normal produit par la charge unitaire au point k de la barre i ;
i=]9

I;, | longueur de la barre i ;
I=3x5=15

8, ¢ section de la barre i ;

H = i~ 3n = 4 : systéme hyperstatique d’ordre 4. £, + module d'Young de la barre i.

B e e 5,4, Application - Etude d’une ferme

Les élapes de calcul des efforts normaux sont : ol B e 5.

i eff barres.
~ déterminer le degré d’hyperstaticité du systéme H ; (@), Calculer los efforts normaux s T

B =i s (b). Déterminer le déplacement de la ferme au point D.

~  couper le systeme en deux parties (ne pas couper plus de trois barres) ot les

efforts normaux sont des inconnues ; g

= = m =it =200cm;L5=1500m
= les efforts normaux sont calculés en vérifiant les équations du principe Li=L,=250cm; Lz = L4

_§,=20cm?;S;=8,=85=10cm’; E;=E
fondamental de la statique PFS. 51 = 5, = 20IBmA" 85 = 5, = 55

Figure 5.5. Systéme isostatique

102 Systémes isostatiques a treillis
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A NPTy

(W): Caleul dew efforts normaux dans les barres st B8 I

S F,=0=>0,5P+ N, sin36,87 = 0= N, =-0,833P
Y F, =0=> N, +N,c0s36,87 = 0= N, =0,666P

Les étapes de caleul, section 5.2, sont les suivantes |
= Caleul du degré d’hyperstaticité H = 0 ; syseme isostatique, section 5,1.2, (ca

1

b)
= Caleul des réactions d ‘appuis g
( L
=
nd
1 5
(ol | AU
i a) (4) SR
N3 /t" D ) N4 = NS

Figure 5.8. Coupes barres (3), (4) et (5)

Figure 5.6. Réactions d’appuis

Appliquons le PES :
> F,=0=>N,=0
Pour des rais Sthia (s .
§ raisons de symétrie (géométrie et chargement), on considére la moitié de la Z F =0=>N,+N,=0=N,=N,=0,666P

Mructure pour le caleul des efforts internes dans les barres,
(h). Le déplacement de la ferme au point D

5 NexN. 1 = (20,833)x(-0,833P)x250

0.0= .
o Zl B %8, ek Ex20
A 5687 < . (-0,833)x(=0,833P)x250 _ (0,666)x(0,666P)x200
T Ex20 Ex10
e ?}f (0,666)%(0,666P)%200 , (0)x(0)%200 _ 35P
Ex10 Ex10 E

Figure 5.7. Coupes barres (1) et (3) Application numérique : E = 200 000 MPa ; P = 20 kN

35P
0 =T=3’5 mm
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Chapitre 6

Systémes hyperstatiques

Généralités

En général, les portiques ont un comportement flexionnel. De ce fait, on peut
négliger les déformations dues a I’effort normal et 3 I’effort tranchant.
Dans ce chapitre, on s’intéresse  I’étude des structures planes, hyperstatiques,
chargées dans leur plan. Pour le calcul des poutres continues, on utilise la méthode

dow trois moments (formules de Clapeyron) et pour le calcul des portiques on utilise

ln méthode des déplacements. suivante :

6.1, Poutres continues b LM, +2(L + L,)M, + L,M, =6EI.(6,-6,)

6.1.1. Méthode des trois moments - Formules de Clapeyron

Soit un systéme (S) composé d’une poutre continue sur trois a uis Ag, A; et A " k2 1 %
| p ppuis Ao, A; et A,, ik jmz 2l 9g=_.[mi_dx
(figure 6.1.) : ‘ EI e E L,
y z 0 2
e @

’ | Bd : rotation (de droite) au point A; de la poutre A A sous I'effet de la charge ¢ |

@ :rotation (de gauche) au point A; de la poutre AgA, sous I’effet de la charge
o

T o —— ey D 2
o Wy 2 . ()0
1 m' - moment fléchissant dii & la charge q; dans la poutre isostatique AgAy
2 N

A[} Al Az

Figure 6.1. Poutre continue sur trois appuis
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M} ¢ moment fléchissant do b Ta charge y dank [ poutre oxtatique A A, ;
£ module d"Young

LN, Application « Etude d'une pontre reposant sur quatre o,
Solt une poutre reposant sur quatre appuis, (figure 0.4.)
1, - moment quadratique de la section transversale,

v

A q = 10 kN/ml
0.1.2, Relations entre efforts internes et moments aux appuis

Soit une poutre isostatique reposant sur deux appuis, figure 6.3.

--------------------------

|‘ L=2m) 2L.=4m o L=
al

Figure 6.4. Poutre sur quatre appuly

(). Déterminer les expressions des efforts internes dans la poutre,
(b). Tracer les diagrammes des fonctions internes dans la poutre,
Figure.6:3. Pousre liostatiqus (¢). Calculer les réactions d’appuis.

I, étant une constante.
L."effort tranchant TyAB dans la travée hyperstatique du systéme (S) en fonction

(a). Efforts internes dans la poutre
de I'effort tranchant # f ® dans 1a travée isostatique du systéme (Sy) est donné par :

M,-M Trongons AB et BC
TAB(X)zl‘AB(X)-{- § 5
2 . i

[6.3.]

Le moment fléchissant M : ? dans la travée hyperstatique du systéme (S) en

____________ ) e e e
. P AP e

fonction du moment fléchissant m: ? dans 1a travée isostatique du systéme (Sg) est P B

donné par : ’Il, L=2m ’{, 2.=4m ,llL

[6.4.]

M:B(x) = m:B(x)+MA[:l—%:,+MB|:_E_:,

Figure 6.5. Systémes isostatiques. Trongons AB et BC
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Lew efforts tranchants et moments (échissants dany (8 1 ' L

OsxSL:t)"(x)=10x=10 ot  mM(x)m=5x* +10x

In appliquant 1'équation (6.1, |
LM, + 2L +2L)M + LMy = 681, (0, = 6;°) ¥

0SxS2L: 1" (x)=10x-20 et  m(x)==5x* +20x
Les efforts tranchants et moments fléchissants dans (o) :

0<x<2L: £°(x)=10x=20 et mP (x) = =5x* +20x %

Appliquons I'équation [6.1.], on obtient : _
LM, +2(L+2L)M, +2LM, = 6EL () - 0/*) (6.5]

osxs% 55 (x) = =10 et my(x)=10x &t
De I'équation [6.2.], on trouve : '
goc 1 i BC[ x ]dx 80 %SxSL L 122 (x)=10 et m, (x)=-10x+20
d m T

Grace A 1’équation [6.2.], on trouve :

1 L2 [x ] 7 EDl:x :| }— 5
D= — CEl X _1ldx+ | mP|=-1|de|=—=
b EIZ[ [\ L,L i El

0

1 el e R
b Ll 7 o

z 0

Iin substituant les expressions des rotations dans [6.5.], on obtient :

IM, + M. =-45 [6.6.]

En substituant les expressions des rotations dans [6.7.], on obtient :

M, +3M, =—-41,5

I."équation [6.6.] a deux inconnues : pour déterminer les valeurs de My et Mg, il

nous faut une deuxiéme équation.

Les équations [6.6.] et [6.8.] forment le systeme d’équations suivant :

3M,+M,=-45
M, +3M.=-417,5

Trongons BC et CD

A q=10 kN/ml E=20 kN

e e S e E_ ...... é, ....... =

La résolution du systéme [6.9.] conduit a :

. . D M,=-10,9375kNm o  M.=-121875kNm
}, 2L=4m ,||_, L=2m L
/l

Figure 6.6. Systémes isostatiques. Trongons BC et CD 1 1
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(0)- Diagrammes des fonctions internes dany la poutre

Fn appliquant les équations [6.3.] et [6.4.], on détermine les efforts tranchants ef ley
moments fléchissants dans le systéme hyperstatique (8) :

Trongon AB

M
0sx<L: TG =z;”’(x)——Li= 10x~-4,53

M (x)=m® (x)+ M, [—E} =—5x +4,53x
Trong¢on BC

U=5=271 3

M,-M
i b =zfc(x)+—B—2L—C= 10x—19,68

vl R SR S P B
z () (2 2L B 2L
=5x+19,68x-10,9375

Trongon CE

0<x<

0o |t~

T (x)=-16,1kN, M (x)=16,1x—12,2

Trongon ED

E‘SISL : ];ED(x)=3,9 kN, MP(x)=-3,9x+7,8

112 | Systemes hyperstatiques

;
i [
W
o bl R D el y 1
i
’ B C
i 20,32 kN J
15,47 kKN
(' 1
4 |3.9kN ;.
ok o ’ -
T + f‘-b
-4,53 kN S i )
A6 kNl 17 y
-19,68 kN o
1
1.1 kN.m
m, /I

-10,94 kN.m

Figure 6.7. Efforts internes
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(e). Réactions d'appuly
Y = =T = 4,83 kN

Y +T°(B) = T\ (B)= Y, =15,47 +19,68 = 35,15 kN
Y +I7°(C) =T (C)= 7, =16,1+20,32.= 36,42 kN
Y,=T’(D)= Y, =3,9 kN

el 777" .

; ‘ i
6.2. Méthode des déplacements -l
(a). Systéme initial (h). Systeme

6.2.1. Principe de la méthode

La méthode consiste & déterminer les translations (ou les rotations) des noeuds de Figure 6.8. Systeme initial et systéme de base .\‘{ "l
la structure. Une fois les translations (ou les rotations) connues, on calcule les

IR |
Notons que le systéme de base obtenu est constitué de barres dui

efforts internes (effort normal, effort tranchant et moment fléchissant) en vérifiant e

principe fondamental de Ia statique PFS. Les étapes de calcul sont :

i3

. . '

ses deux extrémités encastrées, soit une extrémité encastrée el |
= on calcule le degré d’hyperstaticité H 1

appuyée ou doublement appuyée (figure 6.9.).
= on ajoute des liaisons aux nceuds du systéme initial de facon & obtenir un

systéme de base dont les nceuds n’ont aucune possibilité de déplacement

(translation ou rotation), figure 6.8. ;

I

pour obtenir un systéme équivalent au systéme initial, on applique des

déplacements (X, et X,: inconnus) correspondant aux liaisons ajoutées
(figure 6.8.) ;

~ pour obtenir les inconnues (X, et X,), on vérifie I’équilibre des forces a

chaque nceud :

A ol e 1
(a). Systéme de base (b). Systéme équivalent
Rl = Z des moments réactifs au neeud 1 = () [6.10.a]

Figure 6.9. Systéme de base et systéme équivalent
R, = Z des moments réactifs au neeud 2 = 0 [6.10.b]

istance des
114 | Systémes hyperstatiques Résistan




Alnsl, pour une strueture & i inconnues, le syuﬁni a‘hultlann W' dorlt !

¥

RiXy+ i Xy s+ X, + R, =0 X=1 \l | t\
4’.;1X|+r;1X2 +...+r;LXH+R2F-O <\'qé:‘ "_,.—' R\
er:‘[ XI. + rr:‘ZXI + S + rt::?Xn + Rn}"’ - 0 l/ L /EL
7'
2
Sous la forme condensée : 6E1/L l 2EI/L
i)

4 2
2K R =0,i=1n I 6EVL
J=l

4EI/L

Sous la forme matricielle ;

[ry X }=~{R, }

Xjj étant le déplacement inconnu appliqué ;

(a). Cas encastré-encastré

[6.13.]%

}‘U" ¢lant la rigidité dans la liaison i sous I’action d’un déplacement unitaire selon la

nature de la liaison j, appliqué a la liaison j ;

S

Ry €tant la réaction dans la liaison i sous I’action de la charge appliquée F. L i
|~ =)
/“
3EVL?
6.2.2. Barres soumises a des charges
, alE Ay I 3EI/L?
Les diagrammes des moments et des réactions les plus utilisés sont récapitulés

sur les figures 6.10. 2 6.12, 3EI/L

(b). Cas encastré-articulé

Figure 6.10. Barres soumises d une rotation unitaire

Résistance des matériaux
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T

1 L/2 g A
| = %l
PL/8 I\[\ PL/S
qL?/24 P2 I P/2
PL/8

(a). Cas encastré-encastré
(a). Cas encastré-encastré

P
NG
\1 o
e g fiz
=1 71 =1

3qLY8 h\
Squsl \LLM 3qL/8

9qL%8

3PL/16 [\\
11P/16 I \]\I)/Isms

5PL/32

(b). Cas encastré-articulé
(b). Cas encastré-articulé

Figure 6.12. Barres soumises & une charge concentrée

Figure 6.11. Barres soumises ¢ une charge uniformément répartie

118 >
Systémes hyperstatiques




6.2.3, Application « Etude d'un portique o cnnoniguo du systome (dqui i.la ;‘uﬂn ¢th t.;'s;‘_

11

"ﬁxl *R,=0

Caleuler les efforty internes du portique (figure 6.13.), par la méthode

déplacements,
P A Gramime des moments dus & la rotation unitaire i
viviivg
e 1 D Xw1 X=1 10111 ,
e _ & . T
i i T e o ’x N\ —\ %_ AEIN
h 21 =
5%h ) Al
[mif
-
e :
o ; 6EI/h®
‘71‘ o =77 2El/h
Figure 6.13. Portique soumis & une charge concentrée
Figure 6.15. Diagramme des moments SOus la rotation unitaire
Données :

cient rl“, de I’équation [6.14.] est calculé en faisant I’ équilibre au noe

Ll w2.10" daNem?; P=50daN: h=4m;/l=3m

1e coelfi

dingramme m.

X—ph X=1 P
b .

N\ —\ Lquilibre du neeud :
o 3EI
12 12 11
h ’!I/ ,||’ /%’ ,
L 1
B 4EL/h

Figure 6.16. FEgquilibre du naeud

Figure 6.14. Equivalent du systéme de base
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,l-;____f;i ey wmw[’ h]E’ o
!l

~+—

A B h

Diagramme des moments sous la charge appliquée P

aP1/16 =2 812 daN.cm
IP =50 daN Rm

LIP/16 = 34,375 daN Wi 5P/16 = 15,625 daN

5P1/32 =2 343,75 daN.cm

M|

e an

(a). Diagramme des moments (b). Equilibre au naud

Figure 6.17. Diagramme des moments sous la charge concentrée

Faisons I'équilibre du neeud :

3P 3PI
R +T6_=O:> R '—“——1? =-2 812,5 daN.cm

in substituant les valeurs rl”; et R1 # dans I’équation [6.14.], on obtient :

: R
X, =-—E£=7,03.10"° rad

M1

122 Systémes hyperstaziques

Paur passer d'un diagramme unitatre my & un diagramme réel My, 1l
les varleurs de my par X,. i

"F‘

X, x GEI/P) = 4,686 daN
X, X (6EI/h%) = 5,2725 daN l
X, % (4E1/h) = 1406 daN.c

X; x (3EI/1) = 1 406 daN.cm

My

X; x (6El/h?) = 5,2725 daN

X, x QEI/h) =703 daN.cm

Figure 6.18. Diagramme des moments réels

Le diagramme final des moments est obtenu par superposition des momen

M- aux appuis. Le diagramme ainsi obtenu est :

1 406 daN.cm
B .
1 406 daN.cm Wnﬁ Lo
15,625 daN B 04,686 daN
[M; + M|
5,2725 daN
703 daN.cm

34,375 daN 4,686 daN

Figure 6.19. Diagramme des moments.




Notons que I'dquilibre des moments au nosid ot satisfult, figure 6,19, ey
Le dingramme final des réactions est ainsl obtenu par superposition des réactions
(L est donné sur la figure 6.20,

ll’ = 50 duN

_5.3 daN

20,3 daN

5.3 daN

"
29,7 daN

Figure 6.20. Diagramme des réactions aux appuis

A partir du diagramme des réactions, on trace les efforts internes N, et T,, figure
6.21.

29,7 daN

8,

-

53 daN///
777 297daN

(a). Effort normal N, (b). Effort tranchant T,

Figure 6.21. Diagramme des efforts internes N, et T,
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