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ans cet article, nous traiterons des principales caractéristiques de résistance
des poutres dans les cas de vibrations longitudinales, vibrations de torsion
et vibrations transversales.
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VIBRATIONS DES POUTRES

Nota : le lecteur pourra également se reporter & la rubrique Calcul des Structures dans
le traité Sciences fondamentales.

1.1 Spectre et fonctions propres
d’un noyau symetrique défini positif

Nous verrons que les périodes des vibrations naturelles des
poutres se déduisent du spectre d’'un noyau K (X, y) borné, symé-
trique et défini positif. Le spectre de ce noyau est I’ensemble des
valeurs propres A; du parameétre A pour lesquelles I’équation inté-
grale homogéne de Fredholm :

14
800 = [ K(x, (@) da &

a des solutions ¢ (x) non identiquement nulles.

Par hypothése K (x, y ) est borné, symétrique : K (X, y) =K (y, X),
et défini positif, ce qui signifie que I'on a, quelle que soit la
fonction f (x) :

s
j f K(x, y)f(x)f(y)dx dy=0
o Jo
Dans ces conditions, on démontre que les valeurs propres A;
forment une suite discréte infinie :
A <Ap<Az3<..<A<..
pourvu que le noyau ne soit pas dégénéré, c’est-a-dire de la forme
n
z W(x)W(y) . En nous placant dans le cas général ou aucune valeur
i=1
propre n’est multiple, I’équation intégrale a pour A = A; une solution
¢; (x), donc :

¢
0; (X) = A Jo K(x, a)¢; (a) da

Les fonctions ¢; (x) normées sont appelées fonctions propres.
Deux fonctions propres distinctes sont orthogonales, donc :

J‘ogq’i(x)q’j(x) dx:ﬁ si %]

sii=j

On démontre (théoréme de Hilbert-Schmidt) que toute fonction
f (x) représentable canoniquement sur le noyau K (x,y) :

¢
f(x) = fo K (x, a)h (a) da

est développable en série absolument et uniformément convergente
de fonctions propres :

o

F6) = 3 ¢ (x)

i=1

les coefficients c; ayant pour valeurs :

¢ ¢
o= [, 600 0aax = L [ n6oe 00 ax

Pour déterminer de fagon approchée les premiéres valeurs
propres, nous pouvons partager I'intervalle d’intégration en n inter-
valles égaux de centre x; et de longueur ¢/n, et remplacer I'intégrale
par sa valeur approchée dans I’équation de Fredholm (1) :

800 = A Y LK, %) 006)
i1
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En faisant x = x; dans I'équation précédente, nous obtenons :
e ¢
004) =AY —K(x, %) 90%)
i<

et nous voyons gue les nombres ¢ (x;) sont différents de zéro pourvu
que A soit une valeur propre )\,; de la matrice aj; = (£/n) K(x;, xj)
symétrique et définie positive. A la valeur propre )\{( correspond le
vecteur propre de composantes : ¢y (X1), ¢y (X5), ..., dj (X,) .

On obtient ainsi des valeurs approchées des premiéres valeurs

propres du noyau K (x,y), et des représentations approchées
(table de valeurs) des premiéres fonctions propres.

Les valeurs propres et les fonctions propres peuvent également
étre recherchées en utilisant les résultats suivants. Le maximum de
I'intégrale :

{
30) = |, [, K y)800 0(y) dx dy

dans laquelle on suppose la fonction quelconque ¢ (x) normée, est
égal a 1/, et est obtenu pour la premiere fonction propre :
¢ (x) = 01(x).

Si I'on pose :
Ky(x, y) = K(x, y) —Ail(bl(x)cbl(y)

le maximum de l'intégrale :

4

3
30 = [, [, K y)00) 00y) dxdly

dans laquelle on suppose la fonction quelconque ¢ (x) normée, est
égal & 1/ A, et est obtenu pour la deuxiéme fonction propre :
O(x) = ¢2(x).

Et ainsi de suite.

1.2 Variables généralisees.
Equations de Lagrange

Il est toujours possible de définir I’état de déplacement d’une
poutre a I'instant t au moyen d’une suite dénombrable de
paramétres g, (t), q; (t)...., n (t).... appelés variables généralisées.

Par exemple, le déplacement transversal v (x, t) d’'une poutre sur
appuis simples de portée ¢ peut étre représenté par la série de Fourier :

v(x,t) = i qn(t)sin“—’;" (0<x<¢)

n=1

Les composantes généralisées Q;, de I'ensemble des forces inté-
rieures et extérieures sont définies par I'expression du travail vir-
tuel 8@ de I'ensemble des forces pour un déplacement virtuel
défini par les variations 6q4, 8q5.,..., 8q,,... des coordonnées
généralisées :

0C = z Qhéqn
n=1

Sil'on désigne par T I’énergie cinétique de la poutre, les équations
du mouvement peuvent se mettre sous la forme (équations de
Lagrange) :

d oT oT _ -,
a(%’n)_a_qn_Q” @
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Mais, siI’'on observe que le travail virtuel 6 G; des forces intérieures
a pour valeur, W désignant I’énergie de déformation de la poutre :

o

_ 2w
5%, = —dW = n; 3q,. 5

la n® composante généralisée des forces intérieures est — dW/dqp, ;
il en résulte qu’en désignant par Q, les composantes généralisées
des seules forces extérieures appliquées, les équations de Lagrange
(2) s’écrivent :

= Q,

d(aT _ T oW _
99, 0d,

dt \ aq;,

L'emploi des variables généralisées facilite I’étude des vibrations
forcées (Qn £ 0).

2.1 Equation du mouvement

Considérons une poutre d’axe Ox dont la section S peut étre fonc-
tion de I'abscisse x. Proposons-nous d’établir I’équation aux déri-
vées partielles vérifiée par le déplacement longitudinal u (x, t) de la
section d’abscisse x pendant la vibration longitudinale de la poutre.

La dilatation étant égale & du/dx, I'effort normal N, positif dans
le cas de la compression, dans la section d’abscisse x a pour valeur :

- au
N = -ES & ®3)

avec E module d’Young.

Ecrivons I’équation fondamentale de la dynamique pour I’élément
de poutre de masse pS dx (avec p masse volumique) compris entre
les sections d’abscisses x et x + dx (figure 1). Supposons qu’une
densité de force horizontale p (x, t) soit appliquée a la poutre ; les
forces appliquées a I'’élément sont N, - N —dN et p dx, donc:

2
dex%—t—L;— = —dN+pdx

Nous obtenons ainsi, compte tenu de la valeur de N, I’équation :

Q2u _ zi( 6_U> il
Sat2_06x56x+p (4)

dans laquelle c est une constante qui ales dimensions d’une vitesse :

c= E ®)

N g |
o | pdx Vox

l. B —

Figure 1 — Elément de poutre
soumis a une densité de force horizontale p

VIBRATIONS DES POUTRES

La fonction u (x, t) doit en outre satisfaire :
a) aux conditions aux limites imposées par les liaisons.

Par exemple, a une extrémité fixe d’abscisse xg, on doit avoir :
u (g, t) = 0 quel que soit t

et a une extrémité libre d’abscisse xq, on doit avoir, N étant nul :

(a_“> = 0 quel que soit t
OX /x=x

b) aux conditions initiales: la donnée des positions et des
vitesses a l'instant t = 0 impose des conditions de la forme :

u (x, 0) = f (X), (%_l:)t:o =g (x)

f (x) et g (x) étant deux fonctions données.

Les vibrations naturelles sont les mouvements en I'absence de
forces extérieures, donc p = 0. La fonction u (x, t) est donc une inté-
grale de I'équation aux dérivées partielles :

2u _ , 0 ( au )
SatZ =07 9x Sax ®
Lorsque la densité de forces extérieures p (x) ne dépend pas du
temps, I’étude des vibrations se ramene a celle des vibrations natu-
relles. En effet, la position d’équilibre est définie par la fonction ug(x)
qui Vvérifie I’équation :

d (< 9U) p(x)
=c2— - Z\2)
0=c 6x<s dx >+ p

En retranchant I'’équation précédente de I’équation (4), nous
voyons que la fonction u (X, t) — ug(x) est une intégrale de I’équation
(6). Les mouvements de la poutre se réduisent donc a des vibrations
naturelles autour de la position d’équilibre.

2.2 Vibrations naturelles des poutres
de section constante

2.2.1 Généralités. Vibrations propres

Dans le cas ou la section S est constante, I’équation des vibrations
naturelles (6) se réduit a I’équation des cordes vibrantes :
d2u _ ,0%u
c2 24

7
at2 ax2 ™

On sait (article Vibrations [A 410] dans le traité Sciences fonda-
mentales) que I'intégrale générale de cette équation est de la forme :

u(x,t)=F(Xx-ct)+G (x +ct)
avec FetG deux fonctions arbitraires.

Cette solution, qui permet d’étudier les vibrations dans certains
cas simples (§ 2.3.3), ne se généralise pas dans le cas des poutres
de section variable. C’est pourquoi nous utiliserons la méthode qui
consiste & décomposer la vibration naturelle en vibrations propres.

Une vibration propre de pulsation w et de période 1 =2m/w est
définie par une fonction u (x, t) de la forme :

u (X, t) = (A cos wt + B sin wt) X (x) (8)

la fonction X ne dépendant que de x. En reportant I’expression (8)
dans I’équation (7), nous voyons que X estune intégrale de I’équation
différentielle :

d2X | w?

—+—=X=0 9

dx2 c? ©
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VIBRATIONS DES POUTRES

La fonction X a donc pour expression :

X:Ccos—[%)s+Dsin—(%)s (10)

les constantes C et D étant déterminées par les conditions aux limites.

Par exemple, dans le cas d’une poutre de longueur ¢ qui n’est
soumise a des liaisons qu’a ses extrémités, nous aurons une condition
a chaque extrémité :

X=0 si I'extrémité est fixe E
%é =0 si I'extrémité est libre E 11)
X = kg—); si I'extrémité est liée élastiquement E

D’autres conditions aux limites peuvent étre envisagées
(82.2.2.4).

Les conditions aux limites donnent des équations linéaires et
homogénes pour déterminer les constantes d’intégration. Nous
obtiendrons donc une solution non identiguement nulle si et
seulement si le déterminant de ces équations est nul, donc si w est
une solution d’une équation :

F(w) =0

Les racines positives w; < w, < w3 < ... < W, < ... sont les pulsations
propres. La plus petite pulsation propre w; est la pulsation
fondamentale ; la période 1, = 21/w, est la période fondamentale.

A chaque pulsation propre wy, correspond une fonction X,, que I'on
peut supposer normée, puisque les fonctions X, ne sontdéfinies qu’a
un facteur prés [expression (10)].

Exemple : dans le cas d’une poutre de longueur ¢ soumise a ses
extrémités a des conditions aux limites du type (11), les fonctions X,
sont orthonormées :

¢ )
0 si m#n
f X Xpdx =0 (12)
0 L si m=n
En effet, nous avons, d’aprés (9) :
Wz, X = d2X., W’ w = d2X,
c2 "™ gx2’ c2™" T dx2

Il en résulte que :

2 2 f ' 2 2
W, — W, _ d=Xx, d2X,
e fOXandx = J; <Xm T2 -X, 2 dx

soit, en effectuant I'intégration :

2 2
Wy — Wy

c?

dx, ‘

m dx

dXpn

X =X, I

0

¢
X X .dx =
L m”'n

Compte tenu des conditions aux limites (11), les fonctions X, et X,
sont orthogonales.

Une vibration naturelle quelconque peut étre représentée par
une série :

u(x,t) = g (A, cos w,t+B,sinw,t)X, (x) (13)
n=1

dont les coefficients A, et B, sont déterminés par les conditions
initiales :

Eu(x, 0= 3 AX,=f(x)
n=1
ou

_t)t:O: z B,w, X, = g(x)

o [l o [

n=1

Admettons que, dans le cas ou les fonctions X, sont orthonor-
mées, on puisse développer f (x) et g (x) en série de fonctions X ;
nous trouvons grace aux relations (12):

A = f[f(x)x (x)dx E

n 0 n D
¢ 0 14)

B, = win 9 (X)X, (x) dx 5

2.2.2 Exemples de vibrations propres

2.2.2.1 Poutre dont les extrémités x = 0 et x = ¢ sont fixes

Les conditions aux limites X (0) =0 et X (¢) = 0 montrent que
I'ona C=0 et D#0 si w est racine de I’équation :

Fw) = sin—‘*(—’:f -0

Les pulsations propres ont donc pour valeurs :

_ nhte

W, 7
avecn=1, 2, 3,...
Les périodes propres 1, ont pour valeurs :

_2m _2¢ _ 2¢ p

nc nriy E

avecn=1, 2, 3,...
Les fonctions X, normées ont pour expressions :

X, = [Zsin 10X

On peutdistinguer les vibrations propres symétriques obtenues pour
n impair, et les vibrations propres antisymétriques obtenues pour n
pair.

2.2.2.2 Poutre dont I’extrémité x = O est fixe
et I’'extrémité x = ¢ est libre

Les conditions aux limites X (0) =0 et X'(¢) = 0 montrent que
I'ona C=0 et D#0 si w est racine de I’équation :

F(w) = cos%f =0

Les pulsations propres ont donc pour valeurs :

_ (2n-1)mc

“n 27

avecn=1, 2, 3,...
Les périodes propres 1,, ont pour valeurs :

S S P
" w, (2n-1)c 2n-1A4E

avecn=1, 2, 3,...
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Les fonctions X,, hormées ont pour expressions :

_ 2. (2n-1)mx
XH_A/;S'n—_——_—zg

2.2.2.3 Poutre dont les extrémités x = 0 et x = ¢ sont libres

Les conditions aux limites X’ (0) =0 et X'(¢) = 0 montrent que
I'ona D=0 et C#0 si w est racine de I’équation :

Fw) = sin‘“’Tf -0

Les pulsations propres et les périodes propres ont donc les mémes
valeurs que lorsque la poutre a ses extrémités fixes (§ 2.2.2.1) :

o =NMC o 20 [P

" nANE

avec n=1, 2, 3,...
Par contre, les fonctions X,, normées sont différentes :

Xy = A/gcosn—];(-

On peut distinguer les vibrations propres symétriques obtenues
pour n pair, et les vibrations propres antisymétriques obtenues pour
n impair.

2.2.2.4 Poutre verticale d’extrémité x = O fixe et sollicitée
a son extrémité x = ¢ par un poids P = Mg (figure 2)

En vertu d’'une remarque faite au paragraphe 2.1, les vibrations
se réduisent aux vibrations naturelles autour de la position d’équi-
libre définie par I’effort normal Ny(x) :

No(x) =-Mg-pSg (£-X)
L'effort normal pendant la vibration est Np(x) + N (X, t).
La fonction X définie par I’expression (10) doit vérifier les condi-
tions aux limites :
X(0)=0, Mau?X (¢) = ESX'(£)

La seconde condition résulte de I’équation du mouvement de la
masse M :

02u _ _ du
(a—z—)x:(’_ N(61) = ES(0X>X={/‘

et I’'on obtient la condition pour x = ¢ en reportant I’expression (8)
dans I’équation précédente.

Les conditions aux limites montrent que I'on a C=0 et D # 0 si
w est racine de I'équation :
F(w) = Mw?sin W Eg @ o5 XL _
c c c
En désignant par m = pS¢ la masse de la poutre, et en posant
¢ = w¢/c, I'’équation précédente peut s’écrire :

cotd = (%)d)

La figure 3 montre que cette équation a une infinité de racines
positives ¢, ¢5, §3,..., ¢, ... Les pulsations et les périodes propres ont
pour valeurs :

On notera que lorsque n est grand, ¢, est trés voisin de (n-1) Tt
et légérement supérieur.

VIBRATIONS DES POUTRES

Lorsque m est petit devant M, on peut déterminer une valeur
approchée de la pulsation fondamentale en remplagant tan ¢ par

¢+%¢3, donc :

¢2<1+%¢2) - L'\;'__

Nous trouvons ainsi une valeur approchée de ¢ :

m
L
M+ =m
3
La pulsation fondamentale et la période fondamentale ont pour
valeurs approchées :

W, = ESl T, =2m (M+%m)E€s—
((M+—-m>
3
1] ] | | IIl 1 ll- ] I.' 4 I.' |'. i I.' i _.'
X
. -

V3

iP—MS

Figure 2 - Poutre verticale d’extrémité x = O fixe
et sollicitée a son extrémité x = ¢ par un poids P = Mg

ll-—l;'l:-l ip

Figure 3 - Racines positives @1, ¢,, ¢3,...; Pp-e--

de I’équation cot ¢ = (%)tp
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VIBRATIONS DES POUTRES

Donc, lorsqu’on étudie les vibrations d’un fil auquel est sus-
pendu un poids donné, on peut déterminer une valeur approchée
de la période fondamentale en négligeant la masse du fil, & condi-
tion de majorer le poids donné du tiers du poids du fil.

2.3 Vibrations forcées des poutres
de section constante

2.3.1 Vibrations forcées d’une poutre
dont I'extrémité x = O est fixe
et dont I'extrémité x = ¢ est fixe ou libre

Nous laissons de c6té le cas d’une poutre dont les extrémités sont
libres, cas ot un déplacement d’ensemble de la poutre est possible.

Les fonctions X, sont orthogonales et normées. Il est aisé de voir
que les fonctions X[ = dX,/dx sont orthogonales ; en effet :

14 ¢ € W
fx X dx = XX | fxmx,q dx:—?joxmxndx

En faisant m = n dans l'identité précédente, nous trouvons que :

SN

¢ W,
J’o X, 2dx = a, = = (15)

Nous pouvons représenter la fonction u (x, t) par la série :
ux t) = % gn(t) X, (x) (16)
n=1

Le probleme consiste a calculer les coordonnées généralisées
an (t) ; nous utiliserons pour cela les équations de Lagrange (§ 1.2).
L'énergie cinétique T a pour expression :

o 2
—f dx:ZpSJ(Zlqhxn) dx

soit, les fonctions X,, étant orthonormées :

-1 - 2
T=3pS3
n=1

L'énergie de déformation W a pour expression :

du 1 ‘e 2
—J‘ f ES((’X) dx = EESJO (nzlqnxr'\> dx

soit, compte tenu de la relation (15), les fonctions X étant
orthogonales :

SZ a,q?2
n=1

Les équations de Lagrange s’écrivent donc, Q, désignant les
composantes généralisées du systéme des forces extérieures :

pSq, +ESa,q, = Q,

2
ou, compte tenu de la valeur de a,, = % = %wﬁ :
" > _Q
dn +W, 0, = p_Sn (17)

Supposons, par exemple, que les forces extérieures soient des
forces F;j (t) longitudinales appliquées aux sections d’abscisses X; ;
le travail virtuel de ces forces dans un déplacement virtuel défini par
la seule variation 8q, :

= z F (1)du(x;, t) = Z Fi ()X, (x;)04,
1 1
montre que la composante généralisée Q,, a pour valeur :
0 = 3 Xn OOF; (1) (18)
I

Lorsque toutes les composantes Q,, sont nulles, nous retrouvons
les vibrations propres de pulsations wy, .

Lorsque les composantes Q,, ne dépendent pas du temps, la fonc-

tion qp, —Qn/(pSmﬁ) vérifie I’équation (17) rendue homogeéne
(Qn = 0), et nous obtenons les vibrations naturelles autour de la posi-
tion d’équilibre.

Dans le cas général ou les composantes Q,, dépendent du temps,
I'intégrale générale de I'’équation (17), obtenue par la méthode de

la variation des constantes, a pour expression :
g, (t) = A,cos w,t+B,sinw,t
(19)

t
+ 550 fo Q, (0)sinw, (t—6)de

les constantes d’intégration A, et B,, étant déterminées par les
conditions initiales. On vérifie aisément que les formules (14) sont
encore exactes.

Lorsque la poutre est initialement au repos, on trouve :
A =0, Bp=0

Par exemple, si les forces appliquées a la poutre initialement au
repos sont des forces sinusoidales de méme période, nous avons :

Qn (t) = Qp sin Bt
et, en portant la valeur précédente dans la formule (19), nous trouvons :

Q, ) w, sin Bt —Bsin w,t
pPSw, mﬁ_Bz

qn(t)=<

Il'y a résonance lorsque 3 est égal & une pulsation propre.

2.3.2 Poutre dont I'extrémité x = O est fixe
et dont I’'extrémité libre est soumise
a une force F = Vt (figure 4)

Dans ce cas ou les fonctions X, sont (§ 2.2.2.2) :

Xn = J;Sln 4(2[1 2;‘)“)(

la relation (18) montre que :

Q, (1) = X, (£)Vt = (—l)n*'l/\/th

En supposant la poutre initialement au repos, la formule (19),
dans laquelle A, = B, =0, nous donne :

_1)n+1
q, () = (——lli—é—\iF(wnt—sin w,t)
pPSw ¢
n
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la pulsation wy, ayant pour valeur (§ 2.2.2.2) :

- (2n-1)mc

©n 27

2.3.3 Poutre dont I’'extrémité x = O est fixe
et dont I'extrémité x = ¢ est soumise
au déplacement imposé @ (t)

Nous supposons la poutre initialement au repos et ®(0) = 0.
Le déplacement u (x, t) est I'intégrale de I'équation (7) :

2 2
0u_c20u

ot? ox?

qui vérifie les conditions aux limites :

u(0,t)=0, u(e,t) = o(t)
et les conditions initiales :
_ ou _
swoz0 (3 =0

Nous traiterons ce probléme en observant que les fonctions
f (t - tg + x/c) vérifient I’équation aux dérivées partielles. Le domaine

d’existence {0 sxs{t= O} de la solution u (x, t) est divisé en
domaines partiels Dy, Dy, Dy, D3, Dy,..., Don, Dop 4 1...- (figure 5).
On montre alors aisément que la fonction u (x, t), qui vérifie

I’équation aux dérivées partielles, les conditions aux limites et les
conditions initiales, a pour expression :

dansDg:u=ug=0

dans Dy :u=u; =ug+ ®(t-6+x/c)

dans D, :u=u, =u; - P(t-6-x/c)

dans D3 :u=ug=u,+ ®(t- 306+ x/c)

dans D4 :u=ug =uz—-®d(t-36-x/c)

avec 0 temps que met une onde de célérité c a parcourir la
longueur de la poutre.

Nous trouvons donc dans Dy, :

n

u=u,, = i;{cb[t—(zi-l)e+§]_¢[t—(2i—1)e-§]]

VIBRATIONS DES POUTRES

et dans Dyj 41 :
U= Upyeq = u2n+¢>[t—(2n+1)6+%}

Cette solution est due a Lagrange.

2.4 Vibrations naturelles des poutres
de section quelconque

2.4.1 Formules générales

Considérons une poutre droite P soumise a des liaisons
quelconques telles qu’un mouvement d’ensemble ne soit pas
possible ; nous excluons donc une poutre qui ne serait soumise a
aucune liaison. Sous I'action d’une densité de force horizontale p (x),
le déplacement u (x) au moment de I’équilibre vérifie I’équation (4)
dans laquelle u (x, t) =u (x) :

d du) _ p(Kx)
CZW(SH)—— ; (20)

Désignons par (1/E) U (a, x) le déplacement longitudinal de la
section d’abscisse x sous l'action d’une force horizontale unité
appliquée a la section d’abscisse a. La solution de I'’équation (20)
est:

u(x) = -é—fp U (a, x)p (a) da (21)

I'intégrale étant étendue a I'ensemble de la poutre.

Le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti (article Théorie de
I'élasticité [A 305] dans le traité Sciences fondamentales) nous
apprend que la fonction d’influence U (a, x) est symétrique :

U (a, x) =U (X, a)

Figure 4 — Poutre d’extrémité x = O fixe
et soumise a son extrémité x = ¢ a une force F = Vt

2nfl 2{n+1)0

~¥

B0 (2n-1)0 2a+1)8

§ T ma pae use orade de cllinid © pomr pmcowne le longuese de e poeriea

Figure 5 - Poutre d’extrémité x = O fixe et soumise & son extrémité x = ¢ a un déplacement imposé :

domaines partiels d’existence de la solution u (x, t)
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VIBRATIONS DES POUTRES

En outre, I’énergie de déformation W de la poutre :

W = %fpp(x)u(x)dx:%fpfpu(a,x)p(a)p(x)dadx

est positive quelle que soit la fonction p (x). Le noyau U (a, x) est
donc symétrique et défini positif.

Reprenons I’équation (6) des vibrations naturelles :

0 ou 02u
2_Y — | = -
o2 (s ax) s 55 22

Dans cette équation, les forces d’inertie de densité — pS 2u/ot?
jouent le méme rdle que les forces extérieures de densité p (x) dans
I’équation (20). Compte tenu de ce que E = pc?, la formule (21)
montre que la solution u (x, t) de I’équation (22) vérifie I'équation
intégrale :

2
u(x,t)=—éfpu(a,x)8(a)%da 23)

En posant :

K (a, x) = U (a, x)J/S (a) S(x)

nous pouvons écrire I’équation (23) sous la forme :

u(x, t)/S (x) :——f K (a, x)J/S (@) 224 t) U(G ) 4a

La fonction u (x, t) /S (x) est donc représentable canoniqguement
sur le noyau symétrique défini positif K (a, x). Elle est donc, en vertu
du théoréme de Hilbert-Schmidt (§ 1.1), développable en série

absolument et uniformément convergente des fonctions propres
Yn (X) du noyau K (a, X) :

WG OISO = 3 ()Y, (9

n=1

Désignons par Ay <A, <A3<..<A,<.. les valeurs propres du
noyau K (a, x). Les fonctions propres orthogonales et normées :

00 si m#n
prm(x)Yn(x)dx =0

M si m=n
vérifient les identités :

Y,(x) = )\"L K(a, x) Y, (a)da

Dong, si I'on pose :

Yo (X) = X, (X) VS (X) (24)
les fonctions X, (x) sont telles que :
_ 00 si m#n
LS(X)Xm(x)Xn(x)dx = %1 sim=n (25)
et vérifient les identités :
X, (x) = )\”L U (a, x) S (a) X,, (o) da (26)

Il résulte de ce qui précede que lafonction u (x, t) est développable
en série absolument et uniformément convergente des fonctions
Xp (X) :

u(x,t) Z

L)X, (x) (27)

Pour déterminer les coefficients g, (t), portons I’expression
précédente dans I’équation intégrale (23) ; nous obtenons :

z an (1) X, () ‘—-—-Z an (t)f U (a, x) S (a) X, (a) da

n=1
soit, compte tenu des identités (26) :

)

S [an )+ 05 an (0] Xy () = 0

n=1

Puisque les fonctions X, (x) sont linéairement indépendantes,
nous en déduisons que q, (t) est une intégrale de I’équation
différentielle :

1 -
)\ncz qn(t) +qn(t) =0

Les fonctions g, (t) sont donc de la forme :
an (t) = A cos w,t + By, sin w,t

Les pulsations propres et les périodes propres se déduisent des
valeurs propres du noyau K (a, x) :

W, = C, /A, T, = _2n (28)
c. /A,
Nous avons donc obtenu I’expression suivante de u (x, t):
u(x,t) = Z (A, cos w,t+B, sinw,t) X, (x) (29)
n=1
qui exprime la décomposition d’une vibration naturelle quelconque

en vibrations propres. Les constantes A, et B, sont déterminées par
les conditions initiales :

0

u(x, 0) = Z AL X, (x) = f(x)
n=1

(%)= 3 B0 = 900

n=1

o o

En admettant la possibilité de développer les fonctions f (x) et g (x)
en série des fonctions X, (x), nous trouvons, en utilisant les
relations (23) :

A, J’P S (x) f(x)X,, (x) dx

O
g (30)
B, = wianS(x)g(x)xn(x)de

2.4.2 Exemple de détermination du noyau K («, X)
Il suffit de déterminer la fonction d’influence U (a, x).

2.4.2.1 Poutre dont I’extrémité x = O est fixe
et I'extrémité x = ¢ est libre

Si I'on applique une force horizontale unité dans la section
d’abscisse a (figure 6), I'’effort normal est égal a - 1 dans I'intervalle
(0, a) et est nul dans l'intervalle (a, ¢) ; nous avons donc :

0L pour 0<x<a

du
E - =
st dx pour a<x<¢
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b Y

ot -

Figure 6 — Poutre d’extrémités x = O fixe et x = ¢ libre

Il en résulte que :

E’EO% pour O0<x<a
ux) =0
E_J;f_g_z_ pour a<x<¢
OEJo S(z)

La fonction d’influence U (a, x) a donc pour expression :

[F(x) pour O0<x<a

U@ x) = EF(a) pour a<x<¢

F (x) désignant la fonction définie par :
* dz

FO) = 0 S(z)

(1

2.4.2.2 Poutre dont les extrémités x = 0 et x = ¢ sont fixes

Si I'on applique une force horizontale unité dans la section
d’abscisse a (figure 7), I'effort normal est égal & N, dans l'intervalle
(0, a) et a N, dans l'intervalle (a, ¢) et nous avons :

NN 2 1 f“ N, dx f‘ N, dx
- = — R
277175 Jo ES " Ju ES

Nous en déduisons, F (x) désignant la fonction (31) définie au
paragraphe 2.4.2.1 :

_F()-F(a)

NeETEw o M TED (32)
Nous avons ensuite :

du [ Np pour O<x<a

ES—— =10
dx  F-N, pour a<x<¢

donc :
1
ETENlF(X) pour 0<x<a
ux) =0 4

DL—E-NIF(a)——éNz[F(x)—F(a)] pour a<x<¢

En remplagant N; et N, par leurs valeurs (32), nous obtenons :

u(x) = %U(a, X)

avec :
Emé%f_@]_ pour O0<x<a
U(a,x) =g
DF (a)[FF(([(?)_ F(X)] pour a<x <{

VIBRATIONS DES POUTRES

U 1 I -ﬂ'

E-.*LLF ,I

Figure 7 - Poutre d’extrémités x = 0 et x = ¢ fixes

2.5 Vibrations forcées des poutres
de section quelconque

Nous supposons toujours que les liaisons sont telles qu’un mouve-
ment d’ensemble de la poutre ne soit pas possible.

L'intégrale u (x, t) de I'équation :

2L (5] =g U _p(x)
ax ot2 p

vérifie, d’aprés la formule (21), I'équation intégrale :

1

2
Ui t) = Efp U(a, x)[p(a, t)—pS (a) 29 O Ty

at? “

Désignons par ug (X, t) la fonction connue :

Ug(x, t) = éfp U (a, x)p(a, t)da

Ug (X, t) est le déplacement que I'on obtiendrait en négligeant les
forces d’inertie, c’est-a-dire en négligeant la masse de la poutre.
Nous obtenons donc, compte tenu de E = pc?, I'équation intégrale :

U (X, t)—Ug(X, t) = — EJ;Z.JP U(a, x)S(a)f—‘ié%’—t-)- da  (33)

analogue a I’équation (23). Il en résulte que u (X, t) —ug (X, t) est
développable en série absolument et uniformément convergente des
fonctions X, (x) définies au paragraphe 2.4.1. Supposons la fonction
Ug (X, t) développable en série des fonctions X, :

Uk, 1) = 5 dn () X, ()

n=1

la fonction qg (t) ayant pour expression :

ad (t) =LS(x)u0(x,t)Xn(x) dx

La fonction u (x, t) est, dans ces conditions, développable en série
des fonctions X :

ux, t)y = % dn(t) X, (x) (34)

n=1

Pour déterminer les fonctions g, (t), portons les développements
de ug (x, t) et de u (x, t) dans I’équation intégrale (33). Un calcul
analogue a celui fait dans I’étude des vibrations naturelles (§ 2.4.1)
montre que g, (t) est une intégrale de I’équation différentielle :

1 " _ 0
)\ncz qn (t) +qn(t) - qn(t)

: 2
ou, puisque w;, = A,C? :

qp (t) +wha, (t) = whap (t) (35)
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En utilisant la méthode de la variation des constantes, nous
obtenons I'intégrale générale de I’équation (35) :

t
g, (t) = A, cosw,t+B, sin w,t+w, fo qﬂ (8) sin w, (t—6)de (36)

les constantes A, et B,, étant déterminées par les conditions initiales ;
il est aisé de vérifier que les formules (30) sont encore exactes.
Lorsque la poutre est initialement au repos, les constantes A, et B,
sont nulles.

2.6 Méthode de Rayleigh et méthode de Ritz

2.6.1 Méthode de Rayleigh

Cette méthode permet de calculer une valeur approchée de la
pulsation fondamentale d’une poutre P soumise a des liaisons
quelconques. Imaginons que le mouvement de la poutre puisse étre
représenté par la fonction :

ux t)=f(t)o(x)

¢ (x) appartenant a la famille % des fonctions vérifiant les conditions
aux limites de la poutre P.

Portons u (x, t) dans les expressions de I’énergie cinétique T et
de I'énergie de déformation W de la poutre :

-1 guy? _Lj (6_U>2
T'zpfps(at dx,  W=ZE | S(5c) dx

En posant :

= 2 = r2
J fp Se2dx,  H fp So' 2dx

¢’ désignant la dérivée dd/dx, nous obtenons :

T=2p3f2(t), W= ZEHI2()

Le théoreme des forces vives nous donne :
_1 2 1 2 _
T+W = EpJf (t)+EEHf (t) = Cte

soit, en dérivant par rapport a t:
pJf” (t) + EHf (t) =0
Nous obtenons donc un mouvement de pulsation w définie par :
E\H H
2 = [—)|— = c2—
@ = ()5 =%

Mais, si la fonction ¢ (x) est différente de la fonction X, (x) qui cor-
respond a la vibration propre fondamentale, la formule précédente

donne une valeur trop élevée pour coi , puisque le choix d’une fonc-
tion ¢ (x) revient a transformer la poutre P, qui a une infinité de degrés
de liberté, en un systéme qui n’a qu’un seul degré de liberté, donc
a lui imposer des liaisons supplémentaires qui ne peuvent qu’élever
la fréquence w,/(2m). Il en résulte que la pulsation fondamentale

s’obtient en recherchant le minimum de I’expression :

W2 fp S¢'2dx
o
jp S$2dx

pour toutes les fonctions ¢ (x) appartenant a la famille %.

A= (37)

La formule (37) permet le calcul de la pulsation fondamentale avec
une trés bonne approximation.

Par exemple, dans le cas d’une poutre de section constante dont

I'extrémité x = 0 est fixe et I'extrémité x = ¢ est libre, prenons la fonc-

tion ¢(x) = fx—%xz qui est la fonction la plus simple vérifiant les

conditions aux limites ¢(0) =0 et ¢’(¢) = 0. La formule (37) donne
w; = (c/¢)/5/2 =1,581 1 c/¢ qui dépasse d’environ 0,66 pour-cent la
valeur exacte wy = 1C/(2¢) =1,5708 c/¢.

2.6.2 Méthode de Ritz

La méthode de Ritz est une généralisation de la méthode de
Rayleigh. Elle consiste a choisir pour ¢ (x) une fonction qui dépend
de facon linéaire et homogéne de n paramétres ay, 0o,..., O, :

n

P(x) = Y @¢(x) (38)

i=1

Les fonctions ¢; (x), qui appartiennent & la famille &, sont linéaire-
ment indépendantes, sinon ¢ (x) dépendrait d’'un nombre de para-
metres inférieur & n. En écrivant que les dérivées de I'expression
(37) par rapport a a; sont nulles, nous obtenons :

J;s¢2dxa%i(ﬁ, S¢’2dx>—J;S¢'2dxaiai<L S¢2dx>:0

soit, compte tenu de I'expression (37) :

9 UP S(¢’2—)\¢2)dx] =0

oq;

Nous obtenons ainsi n équations linéaires et homogenes entre les
paramétres a4, do,..., d,. Les parameétres ne seront pas tous nuls
si et seulement si le déterminant de ces équations est nul. Nous
trouvons ainsi une équation algébrique de degré n:

PA) =0
dont nous désignerons les racines par A}, A5 ,...,A}, . Les valeurs
approchées des n premiéres pulsations propres sont alors :

~ g ~ 7 = 7
w; =c, /A W, =C,[A, ..., =C, /A,

Ce sont les premiéres pulsations propres qui sont obtenues avec
la meilleure approximation. A toute racine A, correspond un
ensemble de valeurs a4, ds,..., 0, pour lesquelles la formule (38)
donne, a un facteur pres, une expression approchée de la fonction

X;j. On peut montrer que, si I'on prend ¢; =X;(i=1, 2,..,n),ona:
n
®(A) = [ (A-A) avec A = wllc?
i=1

3.1 Equation du mouvement.
Analogie avec les vibrations
longitudinales

Bornons-nous au cas des poutres de section circulaire. Désignons
par K le moment d’inertie polaire de la section, qui peut étre fonction
de x si le diamétre de la section est variable. Proposons-nous d’éta-
blir I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la rotation 6(x, t)
de la section d’abscisse x pendant les vibrations de torsion.
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L'angle de torsion par unité de longueur étant 06/0x, le couple de
torsion C dans la section d’abscisse x a pour valeur :

C =-GKo~ (39)

avec G module d’élasticité transversal.

Ecrivons I'équation fondamentale de la dynamique (mouvement
autour de I'axe Ox de la poutre) pour I’élément de poutre de moment
d’inertie pK dx (p masse volumique) compris entre les sections
d’abscisses x et x + dx (figure 8). Supposons qu’une densité de
couple y(x, t) soit appliquée a la poutre ; les couples appliqués a
I’élément sont C, - C — dC et ydx, donc:

2
pde% = -dC+ydx

Nous obtenons donc, compte tenu de la valeur (39) de C,
I’équation :
920 _ , a( ae> y
KatZ_caxKax+p (40)

dans laquelle c est une constante qui ales dimensions d’une vitesse :

¢ = FH (1)

La fonction 6(x, t) doit en outre satisfaire :
a) aux conditions aux limites imposées par les liaisons ;

Par exemple, & une extrémité fixe d’abscisse xy ne pouvant tourner,
on doit avoir :
6(xg, t) =0 quel que soit t
et a une extrémité libre d’abscisse xq, on doit avoir, C étant nul :
06 .
- = 0 quel que soit t
( ot )x =X, quetq
b) aux conditions initiales: la donnée des positions et des
vitesses a l'instant t = 0 impose des conditions de la forme :

8.(x, 0) = f (x), (%)t:o = g(x)

f (x) et g (x) étant deux fonctions données.

Les vibrations naturelles sont les mouvements en I'absence de
forces extérieures (y = 0). La fonction 6 (x, t) est donc une intégrale
de I'’équation :

K=— =c¢ K=—

220 _ 21( ae)
ot2 ox \ " 0x

(42)

Les équations relatives aux vibrations de torsion des poutres de
section circulaire sont identiques aux équations relatives aux vibra-
tions longitudinales (§ 2.1) si I'on établit la correspondance de
notations suivante (tableau 1) :

Tableau 1 - Correspondance de notations
entre les deux types de vibrations

Vibrations longitudinales Vibrations de torsion

Module longitudinal E Module transversal G

Section S Moment d’inertie polaire K
Rotation 8(x, t)

Couple de torsion C

Déplacement u (x, t)
Effort normal N

Densité de force p Densité de couple y

VIBRATIONS DES POUTRES

Tous les problémes de vibrations longitudinales étudiés précé-
demment peuvent étre transposés en problémes de vibrations de
torsion.

3.2 Exemple de vibrations propres
de torsion

Etudions les vibrations propres d’un arbre de section constante
portant a ses extrémités deux disques circulaires de moments
d’inertie I, et I, (figure 9). Soit 6(x, t) la rotation de la section
d’abscisse x de I'arbre dont le moment d’inertie polaire K de la
section est constant ; les équations du mouvement des disques
donnent les conditions aux limites :

u
220 20
|1(—2) =_C(0) = GK(—) e
sor o 3@
o5, =0 =-ex(§), 0

Cherchons les vibrations propres de torsion définies par :
0(x, t) = (A cos wt + B sin wt) X (x)

En portant I’expression précédente dans I’équation (42), nous
voyons que X (x) est une intégrale de I’équation différentielle :

2
c29—22(-+w2X =0

donc est de la forme :

X(x) = A'cos L2 4 Brsin X
c c

les constantes A’ et B’ étant déterminées par les conditions aux
limites (43) qui deviennent :

1
o

O
E|1m2x (0) + GKX'(0)
0,02X (£)=GKX'(£)

n
o

Nous obtenons ainsi deux équations linéaires et homogénes en
A’ et B’ qui s’écrivent :

B¢I1A'+IB’=O

O
Eﬂ)IZ(A’cosq) +B'sing)+I(A’'sing —B'cosd) =0

avec ¢ =wd/c,
I =pK¢ moment d’inertie total de I'arbre.
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En éliminant A’ et B’, nous obtenons I’équation :

2 —k.k
cot¢:¢ 12 avec k1:‘|l" et kZ:—I— (44)

(ky +k3)0 1 I

La figure 10 montre que cette équation a une infinité de racines
positives ¢4, 95, §3,..., oy ... tendant rapidement vers (n — 1) mtlorsque
n croit indéfiniment. Les pulsations propres et les périodes propres
ont pour valeurs :

cod, _2ne_2nl [p
, T, = =

cod, o, 4G

Si kq et k, sont trés grands, on retrouve les pulsations propres
des vibrations de torsion de la poutre dont les extrémités sont

libres (§ 3.1).

Figure 9 - Arbre de section constante
portant a ses extrémités deux disques circulaires
de moments d’inertie I, et |,

Figure 10 - Racines positives @, ¢,, ®3,...; @py-eee
¢2-k.k,

de I’équation cot¢ = m
1 2

C2045-12

Si k; et k, sont trés petits (inertie de I'arbre négligeable), I'équa-
tion (44) peut étre remplacée par I’équation approchée :

- _ 9
cot¢ =
¢ ky + Ky
En remplagant tan ¢ par ¢, nous trouvons une valeur approchée
¢ = ,/k,+k, pour la premiére racine ; nous en déduisons des

valeurs approchées de la pulsation fondamentale et de la période
fondamentale :

_c [+l _ont Il
YT TG T e Ty @)

Ce sont les valeurs que I'on obtiendrait en négligeant la masse
de l'arbre.

On obtient une meilleure approximation en remplacant tan ¢ par
o+ % $3 . On trouve ainsi que les formules (45) sont encore exactes,

a condition de remplacer |, et |, respectivement par :

| 1 |
s ot 3l
111l 1+l

1
|1+§|

4.1 Equation du mouvement

Considérons une poutre droite d’axe Ox dont I'aire S et I'inertie |
de la section peuvent étre fonctions de I'abscisse x. Proposons-nous
d’établir I'’équation aux dérivées partielles vérifiée par le déplace-
ment transversal v (x, t) de la section d’abscisse x pendant la vibra-
tion transversale de la poutre.

Le moment fléchissant M et I'effort tranchant T dans la section
d’abscisse x ont pour valeurs :
2 2
02v _aM_Ea(Iav)

M=ESe T “EFaxlloxe

(46)

Ecrivons I’équation fondamentale de la dynamique pour I'élément
de poutre de masse pS dx (p masse volumique) compris entre les
sections d’abscisses x et x + dx (figure 11). Supposons qu’une
densité de force transversale q (x, t) soit appliquée ala poutre ; q et v
sont comptés positivement dans le méme sens. Les forces trans-
versales appliquées a I’élément sont T, - T — dT et q dx, donc :

v

Sdx
P> OX 5

= —-dT+qgdx
Nous obtenons donc, compte tenu de I’'expression (46) de T,
I’équation :
02v  , 02 (I 02v>

sZY ¢ oy
ox2

=4 47
ot2 ox2 S

p

dans laquelle c est une constante qui a les dimensions d’une vitesse :

- [ (48)
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qelx (T+dr) |
o & X+ dx o

Figure 11 - Elément de poutre
soumis a une densité de force transversale q

La fonction v (x, t) doit en outre satisfaire :
a) aux conditions aux limites imposées par les liaisons ;

Par exemple, a une extrémité encastrée d’abscisse X, on doit avoir :

- AT ,
V(Xp, t) =0 et (6X)x=xo_0 quel que soit t

a une extrémité articulée d’abscisse xq, on doit avoir :

d2v

V(X,,t) =0 et (—
o 1) 0x2

) =0 quel que soit t
X = Xg
a une extrémité libre d’abscisse xq, on doit avoir :

02v i) ( 62v> :
av = t | = (1=—= = uel que soit t
(6X2>x:xn 0 e [ax ax2 ]X_X 0 quetd

- 20

enfin, a une extrémité d’abscisse xg encastrée élastiquement, on doit
avoir :

ov

_ _ 02v _ .
V(Xg, t)=0 et <5§>x=x0_ kEI(xO)<6—XZ>X:XO—O quel que soit t

avec k  constante caractéristique de I’encastrement élastique.

b) aux conditions initiales: la donnée des positions et des
vitesses a l'instant t = 0 impose des conditions de la forme :

vix, 0 =1, () =9

f (x) et g (x) étant deux fonctions données.

Les vibrations naturelles sont les mouvements en I'absence de
forces extérieures, donc g = 0, et la fonction v (x, t) est une intégrale
de I’équation aux dérivées partielles :

02v 02 ( 92v
sV, 2——»(|——»)=0 49
ot2 ¢ 0x2 \ 9x2 (49)

Lorsque la densité de force extérieure ne dépend pas de t, I'étude
des vibrations se rameéne a celle des vibrations naturelles. En effet,
la position d’équilibre est définie par la fonction vg (X) qui vérifie
I’équation :

c2.92 (leVo) -4
dx2\" dx? p

VIBRATIONS DES POUTRES

Donc, en retranchant I’équation précédente de I’équation (47),
nous voyons que la fonction v (x, t) — vg (x) est une intégrale de
I’équation (49). Les mouvements se réduisent donc a des vibrations
naturelles autour de la position d’équilibre.

Nous avons établi I'’équation du mouvement en négligeant,
d’une part, I’énergie de rotation de I’'élément de poutre dx et,
d’autre part, la déformation due a I'effort tranchant (§ 4.2.5).

4.2 Vibrations naturelles des poutres
de section constante

4.2.1 Généralités. Vibrations propres

Dans le cas ou la section est constante, 1/S est constant et égal
au carré du rayon de giration de la section, et I’équation (49) des
vibrations naturelles se réduit a :

02v 5, 5, 0% I
—+Cc%r2=— =0 avec r2=— 50
ot? ox4 S (50)

Nous chercherons a décomposer la vibration naturelle en vibra-
tions propres. Une vibration propre de pulsation w et de période
T = 210w est définie par une fonction v (x, t) de la forme :

V (X, t) = (A cos wt + B sin wt) X (x) (51)

En reportant I’expression (51) dans I'équation (50), nous trouvons
que la fonction X (x) est une intégrale de I’équation différentielle :

d*4X

4y — 4 02
—B4X =0 avec B4= (52)
dx*4

c2r2
La fonction X (x) a donc une expression de la forme :
X (x)=Cchpx+Dshpx+C’cospx+D’sin x (53)
les constantes étant déterminées par les conditions aux limites.

Par exemple, dans le cas d’une poutre de longueur ¢ qui n’est
soumise a des liaisons qu’a ses extrémités, nous aurons deux condi-
tions a chaque extrémité :

X =0 et X' =0 auneextrémité encastrée
X =0 et X" =0 auneextrémité articulée E
X"=0 et X" =0 aune extrémité libre E (54)
X =0 et X'=kX"aune extrémité encastrée E

élastiquement

D’autres conditions aux limites peuvent étre envisagées (poutres
continues, par exemple).

Les conditions aux limites donnent des équations linéaires et
homogénes pour déterminer les constantes d’intégration. Nous
obtiendrons une solution non identiquement nulle si et seulement
si le déterminant de ces équations est nul, donc si w est une racine
d’une équation :

F(w) =0

Les racines positives w; < w, < w3 < ... < W, < ... sont les pulsations
propres. La plus petite pulsation w, est la pulsation fondamentale ;
la période 1, = 21/Ww, est la période fondamentale.

A chaque pulsation propre wy, correspond une fonction X,, qui peut
étre normée, puisque les fonctions X, ne sont définies qu’a un facteur
prés [expression (53)].
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VIBRATIONS DES POUTRES

Exemple : dans le cas d’une poutre de longueur ¢ soumise a ses
extrémités a des conditions aux limites du type (54), les fonctions X,
sont orthonormées :

¢ .

0 si m#n
f XnXpdx = O . (55)
0 L si m=n

En effet, des relations (52) :

4x _ d4xm 4 _ d4Xn
B Xen = g™ oo = o
nous déduisons :
¢ ¢
d4x d4x )
4 4 _ m n
(Bm—Bn)J; X X, dx = fo (X"'&T—me dx

L'intégrale qui figure dans le second membre de la relation précé-
dente a pour valeur :

43X, d3X, dX, d2X, dX, d2X,|¢

Xn dx3 ~Xom dx3 T Tax dx2  dx dx?

0

donc est nulle en vertu des conditions aux limites (54), ce qui démontre
I'orthogonalité des fonctions X, et X, .

Une vibration naturelle quelconque peut étre représentée par
une série :
v(x,t) = Z (A, cos w,t+ B sin w,t) X, (x) (56)
n=1
dont les coefficients A, et B, sont déterminés par les conditions
initiales :

<
=
x
o
2
"

z AL X, () =f(x)

n=1

S By X, () =9 (%)

n=1

—
|
| <
—
=

l

1

Admettons que, dans le cas ou les fonctions X, sont orthonor-
meées, on puisse développer f (x) et g (x) en série de fonctions X ;
nous trouvons, grace aux relations (55) :

A

14
n fof(X)Xn(X)dX

. (57)

[ve)
|
|

4.2.2 Exemples de vibrations propres

4.2.2.1 Poutre articulée a ses extrémités x=0etx = ¢
Les conditions aux limites (54) :
X(0)=0, X”"(0)=0, X(¢)=0, X"(¢)=0

fournissent quatre équations linéaires et homogénes entre les
constantes C, D, C’ et D’ de I’expression (53). Elles ont une solution
non nulle C=0,D=0,C’=0etD’#0 si et seulement si:

sinBf =0

Donc B¢ = n 1; compte tenu de ce que B2 = wi(cr), les pulsations
propres et les périodes propres ont pour valeurs :

@, = cr M)Z:nzﬂzlE' 1 =22 [pS
n (( 2 NpS ' " n2pAEl

C2045-14

Les fonctions X, normées ont pour expressions :

X, = [Zsin 27

4.2.2.2 Poutre encastrée a ses extrémités x=0etx = ¢
Les conditions aux limites (54) :
X(0)=0, X'(0)=0, X(¢)=0, X'(¢)=0

fournissent quatre équations linéaires et homogénes entre les
constantes C, D, C’ et D’ de I'expression (53). En égalant a zéro le
déterminant de ces équations, nous trouvons, en posant B¢ = ¢ :

chdcosp-1=0

Cette équation a une infinité de racines positives ¢4, ¢,,..., ¢p ...
(figure 12) ; les pulsations propres et les périodes propres ont pour

valeurs :
2
nT 2 ps T n 02 A El
n
Les premiéres racines sont :
$,=4,73004;¢,=7,85320; ¢3=10,995 61

~2n+1
2

Il est aisé de voir que ¢4, 3, ¢5,... sont les racines positives de
I’équation :

et,pourn>3,0onad¢, Tt avec une erreur inférieure a 107°.

1 1. _
th 5(1) —tan —2-(1) =0
et que ¢,, ¢4, dg,... SONt les racines positives de I’équation :
1 1, _
th5¢+tan5¢ =0

Enposantx = ¢ , lesfonctions X,, normées ont pour expressions :

1 1
. ch(—z-—i)d)n cos(—z——E)q)n o
e I - I pour n impair
Je cth)n C°55¢n
1 (1
X, = L[Sh<§_a>¢n - Sm<§_€>¢n} pour n pair
TJL s, sin 29,

Figure 12 - Racines positives @4, ¢,, ®©3,..-; @p,----

de I’équation ch ¢ cos¢—-1 =0
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4.2.2.3 Poutre dont les extrémités x = 0 et x = ¢ sont libres

Les conditions aux limites (54) :
X”(0)=0, X" (0)=0, X"(¢£)=0, X" (¢£)=0

fournissent quatre équations linéaires et homogenes entre les cons-
tantes C, D, C’ et D’ de I'expression (53). En égalant a zéro le déter-
minant de ces équations, nous trouvons, en posant ¢ = ¢ :

chgcosdp-1=0

Les pulsations et les périodes propres ont donc les mémes valeurs
que lorsque la poutre a ses extrémités encastrées (8 4.2.2.2).

Enposantx = ¢& , lesfonctions X, normées ont pour expressions :

R
—_ +

} pour n impair

X, =
R ES ES
ch 2¢n cos 2¢n
1 "
Yl ¥ ) PO
N T = pour n pair
L sn 2o, sin 24,

4.2.2.4 Poutre dont I’'extrémité x = O est encastrée
et I’'extrémité x = ¢ est libre

Les conditions aux limites (54) :
X(@©)=0, X'(0)=0, X"(¢£)=0, X" (¢)=0

fournissent quatre équations linéaires et homogeénes entre les
constantes C, D, C’ et D’ de I’'expression (53). En égalant a zéro le
déterminant de ces équations, nous trouvons, en posant 3¢ = ¢ :

chdcosp+1=0

Cette équation a une infinité de racines positives ¢, ¢, §3,..., op, ,..-
(figure 13) ; les pulsations propres et les périodes propres ont pour

valeurs :
2
w =M [EL_2me2 [pS
"oo2ANpS T N y2 AE
n

Les premiéres racines sont :
$,=1,87510;¢,=4,69409; ¢3=7,854 76
2n+1
2

Il est aisé de voir que ¢4, ¢3, ¢5,... SONt les racines positives de
I’équation :

Tt avec une erreur inférieure & 107°.

et,pourn>3,ona¢,=

1 1 _
th—2—¢tan5¢—1 =0

et que ¢,, ¢4, dg.... SONt les racines positives de I’équation :
1 1
— — + =
th 5 ¢ tan 5 6+1 =0

Enposantx = ¢& , les fonctions X, normées ont pour expressions :

) [ch(%—ﬁ)tbn sin(—é——{)tbn}
X, = — - pour n impair
JO ch %d)n sin%djn
[l os(de, |
n= — 1 - 1 pour n pair
Je sh —2-¢n cos —2—¢n

VIBRATIONS DES POUTRES

4.2.2.5 Poutre dont I'extrémité x = O est articulée
et I’'extrémité x = ¢ est encastrée

Les conditions aux limites (54) :
X (0)=0, X”(0)=0, X(¢)=0, X'(¢)=0

fournissent quatre équations linéaires et homogénes entre les
constantes C, D, C’ et D’ de I'’expression (53). En égalant a zéro le
déterminant de ces équations, nous trouvons, en posant B¢ =¢ :

tho=tan ¢

Cette équation a une infinité de racines positives ¢4, §, ¢3,....0,...
(figure 14) ; les pulsations propres et les périodes propres ont pour

valeurs :
2
o =t [EL_ _2me2 [ps
"oo2NpST N 42 AE
n

Les premieres racines sont :
$,=392660; ¢,=7,06858; ¢3=10,21018

~4n+1
4

Enposantx = ¢ , les fonctions X, normées ont pour expressions :

et, pour n>3, ¢, T avec une erreur inférieure a 1075,
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Figure 13 - Racines positives ¢, ¢¥,, @3,..., @
de I’équation ch¢ cose+1 =0
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|
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VIBRATIONS DES POUTRES

4.2.2.6 Poutre dont I'extrémité x = O est articulée
et I'extrémité x = ¢ est libre

Les conditions aux limites (54) :
X (@0)=0, X”(0)=0, X"(¢)=0, X" (£)=0

fournissent quatre équations linéaires et homogénes entre les
constantes C, D, C’ et D’ de I'’expression (53). En égalant a zéro le
déterminant de ces équations, nous trouvons, en posant B¢ = ¢ :

th¢ =tan ¢
Les pulsations propres et les périodes propres ont donc les mémes
valeurs que lorsque I'extrémité x = 0 est articulée et que I'extrémité

X = ¢ est encastrée (8§ 4.2.2.5).
Enposantx = ¢&, les fonctions X, normées ont pour expressions :

_i<sh£¢n+sini¢n)
n" Je \sho, sin ¢,

4.2.3 Vibrations naturelles d’'une poutre
située dans un milieu élastique

Le milieu exercant par hypothése une densité de force de rappel
égale a - kv (k module de réaction), il suffit de prendre q = — kv dans
I’équation (47) pour obtenir I’équation des vibrations naturelles :
92v 92 ( 62v> k
S—+c?2—l|l=——|+=v =0
ot2 ox2\ 9x2/ p
qui se réduit, lorsque | et S sont constants, a I’équation :

0%v | 5, ,0% Kk
— +C2r +—vVv =0 58
ot2 ox4  pS (58)

avec r2=1/S.
Cherchons les vibrations propres définies par :

V (X, t) = (A cos wt + B sin wt) X (x) (59)

En reportant I’expression (59) dans I’équation (58), nous voyons
que X est une intégrale de I’équation différentielle :
2,2.0%% _( 2_ _|_<_) _
<:rax4 w pSX 0 (60)
Lintégrale générale de I'équation (60) dépend de facon linéaire
et homogéne de quatre constantes. Elle a deux formes différentes
selon que est plus petit ou plus grand que k/(pS). On montre
aisément que, lorsque w? < k/(pS), les conditions aux limites
donnent un systeme d’équations linéaires et homogénes entre les
constantes dont le déterminant n’est jamais nuI Nous devons donc
supposer w? > k/(pS). En posant alors w?=w?+ k/(pS), I'’équation
(60) se ramene a I'équation (52). Donc, si hous désignons par wy,
les pulsations propres de la poutre calculées en supprimant le milieu
élastique, les pulsations propres de la poutre placée dans le milieu
élastique sont données par la formule :
2 -2 4, K
Wi = Wyt + oS (61)
A toute pulsation propre wy, correspond une fonction X,,.
Lorsque la longueur de la poutre augmente infiniment, w; tend
vers zéro, et toutes les pulsations propres w, tendent vers la
pulsation :

4.2.4 Vibrations naturelles d’une poutre comprimée

Supposons la poutre soumise a un effort normal de compression
F, et soit M le moment fléchissant provoqué par la densité de force

) . 92v | .
d’inertie —pS Srz | hous avons:

92M 02v
= —-pS— 62
oax2 P ot2 62)

En dérivant deux fois par rapport a x la relation :

02v
ox2

El =M-Fv

nous obtenons, compte tenu de I’expression (62), I'’équation aux déri-
vées partielles :

92v 92 92v 92v
sZ=+ [ +F
otz ax? ( ox2 ) ox2

qui se réduit, lorsque | et S sont constants, a :

04v 02v
sV g +E
P at2 axd T ax?

=0 (63)

Cherchons les vibrations propres définies par :
V (X, t) = (A cos wt + B sin wt) X (x) (64)
En reportant I’'expression (64) dans I’équation (63), et en posant :
2
4-PS o_([O 2= F
8 @ (cr) c Y El
nous voyons que X est une intégrale de I’équation différentielle :

4
ax+yzax
ox4 ox2

B4X = 0

La fonction X est donc de la forme :
X=CchAx+DshAx+C’cos pux +D’sin px

A et u étant définis par :

0

HA2 = 3 (- y2+./y3+p)
u2 = %(v2+Jv4+4B4)

OooOood

Bornons-nous au cas d’une poutre de longueur ¢ articulée a ses
extrémités x =0 et x = ¢. Les conditions aux limites (54) :

X(©0)=0, X”(0)=0, X(£)=0, X"(£)=0

montrent que C=0, C’=0, D=0 et D’ #0 si et seulement si
sinp¢ = 0, soit u¢ = nm, donc:

y2+ [ydsapl = 202

£2

Nous en déduisons :

Bt =

n4m? (1_ y2€2)
4 n2mn?

Il en résulte que, si F. = m2El/ £2 désigne la force critique de
flambement de la poutre, les pulsations propres ont pour valeurs :

_ _n21'r2 @, 1 F
n = Ber = VDSJ . Jl-nch

w,, désignant les pulsations propres lorsque F est nul.
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L'effort de compression F a pour effet de diminur les pulsations
propres et, en conséquence, d’augmenter les périodes propres. En
particulier, lorsque F tend vers la force critique de flambement, la
pulsation fondamentale tend vers zéro, et la période fondamentale
tend vers I'infini. Ce résultat, qui a été utilisé pour mesurer expéri-
mentalement les forces critiques de flambement, est général.

4.2.5 Influence de I’énergie cinétique de rotation
et de la déformation due a I’effort tranchant

4.2.5.1 Influence de I’énergie cinétique de rotation

En conservant les notations définies au paragraphe 4.1, les équa-
tions du mouvement de I’élément de poutre de longueur dx
s’écrivent, q étant nul :

v, oT d
—+— =00
pS tz ' ax 0 ]
a°e ] )
M _
Mo T ox =% 8

En éliminant 6, M et T entre les deux équations (65), et les deux
équations :
ov 02v
0=—, M=El —
X ox2

nous obtenons I’équation suivante qui remplace I’équation (50) :

d2v +e2r? d94v  , 9%

a2 ax? " axZate

=0 (66)

Dans le cas d’une poutre droite de longueur ¢ articulée a ses
extrémités, on montre aisément que les pulsations propres w;, ont
pour valeurs :

W

2( N2
l+r<€)

-
w, =

wy, désignant les pulsations calculées en négligeant I’énergie de
rotation.

Par exemple, dans le cas d’une poutre a section rectangulaire de
hauteur h :

r2 = ihz w! = L
127 1 @ /h\2
1+—|=
12 (f)
.h _ 1 Lo
Si 770" ontrouve : w; = 0,995 9w, (- 0,4 pour-cent).
Si h _1 Cont =
i 7 5 ontrouve : w; = 0,983 9w, (- 1,6 pour-cent).

4.2.5.2 Influence de la déformation due a I’effort tranchant

En négligeant I’énergie cinétique de rotation, I’équation du
mouvement de I'élément de poutre de longueur dx s’écrit :
92v | oT

pSF+W=0 (67)

En éliminant M et T entre I’équation (67) et les deux équations :

_ oM _ o, 02v 2, 0T _ ES
T = I M =EI 0X2+kr E avec k—GSl
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S, désignant la section réduite relative & la déformation due a I’effort
tranchant, nous obtenons I’équation suivante qui remplace I'équa-
tion (50) :
2 4 4
02V 2,29V 0 0%

at2 x4 X2t

(68)

Dans le cas d’une poutre droite de longueur ¢ articulée a ses extré-
mités, on montre aisément que les pulsations propres w;, ont pour
valeurs :

- Wn

nm\2
+kp2( DT
1+Kkr ( 7 )
wy, désignant les pulsations calculées en négligeant la déformation
due a I'effort tranchant.

Par exemple, dans le cas d’une poutre & section rectangulaire de hau-

1 5 2
teur h, nous avons : r 12h, S; 6S, 5E et k=3,
donc :

w.
Wy = ——————————-;
%/ h)\2
+ — —
1+ (()
.h _ 1 Con —
Si 770" ontrouve : @y = 0,987 9w, (- 1,2 pour-cent).
.h _ 1 Coan —
Si 7 5 on trouve : w; = 0,954 0w, (- 4,6 pour-cent).

4.3 Vibrations forcées des poutres
de section constante

4.3.1 Poutre soumise a des liaisons
aux extrémités ne permettant pas
un déplacement d’ensemble

Nous excluons donc le cas ou les extrémités sont libres, et le cas
ou une extrémité est articulée et I'autre libre.

Les fonctions X, sont orthogonales et normées. Il est aisé de voir
d2x,
dx?
avons, en intégrant deux fois de suite par parties :

que les fonctions X, = sont orthogonales. En effet, nous

13

¢ ¢
W on Loy o |6 v
J’o XnoXEdx = | Xy X =X, X ‘0+f0 X X dx

4
n

soit, compte tenu des conditions aux limites (54) et de X 'r:/ = B, X

n -

¢ ¢
" " — n4
fo Xm Xp dx = B, fo X X dx

En particulier, en faisant m = n dans la relation précédente, nous
avons :

ﬁjxaz dx = g5 = (o2)’ (69)

Nous pouvons représenter la fonction v (x, t) par la série :

VX, t) = % g, ()X, (X) (70)

n=1
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Nous calculerons les coordonnées généralisées g, (t) en utilisant
les équations de Lagrange (8 1.2). L’énergie cinétique a pour
expression :

¢ 2 o
_1 vy 1 . 2
T—Epfo S(E) dx = 2pSLJ (zlqnxn> dx
n=

soit, les fonctions X,, étant orthonormées :

.-
=P8 3 A

n=1

L'énergie de déformation W a pour expression :

1 ZMZ 1 ‘ d2v 1
‘ELF(’X:ELE'(W) :—E'f (Z anX )

soit, compte tenu de la relation (69), les fonctions X étant
orthogonales :

1 > 4 2
W=EEI lenqn
n=

Les équations de Lagrange s’écrivent donc, Q,, désignant les
composantes généralisées du systeme des forces extérieures :

pSay +EIBad, = Q,

ou, compte tenu de ce que Bi =

" 2 _Q
qn twyd, = p_g (71)

Supposons, par exemple, que les forces extérieures soient des
forces F; (t) transversales appliquées aux sections d’abscisses X; ;
le travail virtuel de ces forces dans un déplacement virtuel défini
par la seule variation 8q, :

= YR O8u(x, 1) = 3 F ()X, (x)8d,
1 I
montre que la composante généralisée Q, a pour valeur :
n =y X () Fi (1) (72)
1

Lorsque toutes les composantes Q,, sont nulles, nous retrouvons
les vibrations propres de pulsations wy, .

Lorsque les composantes Q. ne dépendent pas du temps, la fonc-

tion qp - Qn/(pSwﬁ) vérifie I’équation (71) rendue homogene
(Qn = 0), et nous obtenons les vibrations naturelles autour de la posi-
tion d’équilibre.

Dans le cas général ou les composantes Q,, dépendent du temps,

I'intégrale générale de I'équation (71) obtenue par la méthode de
la variation des constantes a pour expression :

d,(t) = A, cosw,t+B, sinw,t

(73)

pSoo J’ Q, (8)sin w, (t—06) dé

les constantes A, et B,, étant déterminées par les conditions initiales.

On vérifie aisément que les formules (57) sont encore exactes.
Lorsque la poutre est initialement au repos, A, et B, sont nuls.

C2045-18

4.3.2 Premier exemple. Force F (t) = F sin ot
appliquée a la section d’abscisse a
d’une poutre articulée a ses extrémités

Nota : Le lecteur pourra se référer a la figure 15.
Nous avons, d’aprés la formule (72) :

Q, = X, (a)F(t) = Fﬁsin mgggsin wt

Supposons la poutre initialement au repos, la formule (73) nous
donne :

. w .
sin wt — — sin w,t
_ nrrcx Wy
g, (t) = S sm — T
2

Nous obtenons ainsi la solution :

o sin nno sin nnx
2F I3

CERE-

Le mouvement résulte donc de la superposition d’une vibration
forcée (terme en sin wt) de méme période que la force F (t) et de
vibrations propres (termes en sin w, t). Un amortissement, méme
faible, fera disparaitre ces derniéres et, au bout d’un certain temps,
il ne subsistera plus que la vibration forcée :

. W .
sSin Wt ——sin w,t
2 v w, n

W, —Ww n

Ve (X, t) = % sin wt - z;sin n_;a sin n7nx
P n=1 %y —o?
Si I'on suppose w trés petit (variation trés lente de la force),
I’expression précédente se réduit a la fleche statique :

F nma . Nmx
sin wt z ——sm———-sm———

2
Vs 1) = 557 27 7 7

En effet, compte tenu de la valeur de wﬁ , la formule précédente
s’écrit :

2F¢3
T*El

nma NTIX
sin wt Z —sm —— sin ——

Vg (x, t) = 7 7

et il est aisé de vérifier que cette expression représente bien la fleche
statique.

Fit)

Figure 15 - Poutre articulée a ses extrémités
et soumise a une force F (t) = F sin ot
appliquée a la section d’abscisse a
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Les formules précédentes permettent de comparer la fléche
statique et la fleche dynamique. En ne gardant que le premier
terme des séries qui, lorsque w < wy, est le terme prépondérant, on
trouve que la fleche dynamique est égale a la fleche statique mul-
tipliée par le facteur 1/[1 - (w/wl)z] Lorsque w tend vers wq, il y a
résonance.

4.3.3 Deuxiéme exemple. Force constante F
parcourant a la vitesse V une poutre
articulée a ses extrémités

Nota : Le lecteur se référer a la figure 16.

La poutre est initialement au repos. A l'instant t, la force est
dans la section d’abscisse a = Vt, et la formule (72) nous donne :

nmnv

2 i "
Qn(t):FJ—;smwnt avec oy =—7—

La formule (73) permet de calculer g, (t) :

S F 21 (G oS
q,(t) = ps“/;corz,—oor;z(smwnt . smoont>

Nous obtenons ainsi la solution :

- W
sinw, t-

o 2 ) sin w,t
v(x,t)-T z — sinﬁ—;[X
oy, — oy,
212 W,
avec w, = n-r i, o, :ﬂ, _"=l(_(*_)_1__>
€2 NpS ¢ w, n\w

Cette formule n’est valable que lorsque la force est sur la poutre,
donc pour t<t; =¢/V.

Il est aisé de voir que lorsque V est faible, la fleche v (x, t) se réduit
a la fléche statique :

Vg (X, t) = 2_{ z %smmsn%
= n

avec o = Vt.

Lorsque t > t;, le mouvement est une vibration naturelle ; donc,
puisque nous connaissons gy, (t;) et q;, (t;), nous avons :

g, (t) = g,(t)) cos w, (t—t;) + 9—%@ sinw, (t—t;)

ce=VE

Figure 16 — Poutre articulée a ses extrémités
et soumise a une force F constante, parcourant la poutre
a la vitesse V
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Supposons que V croisse jusqu’a la vitesse critique V. corres-
pondant & wj = w; :

cT 7 ps T 7 T A
avec A= ¢/r élancement de la poutre.

Le premier terme de la série représentant v (x, t), qui est le terme
prépondérant, se présente sous la forme indéterminée 0/0 ; on trouve
que sa limite, lorsque w; tend vers wy, a pour valeur :

2F

X
oS7? D———— (sm W t—w;t cos w;t) sin —

€
Ce terme est maximal pour wt =T, c’est-a-dire pour t=1t;; sa

valeur maximale I—D%I:? (——TL-) est /2 fois le premier terme de la série
1

donnant la fleche statique maximale obtenue pour x=a = ¢/2
ett = %tl.

On notera que la vitesse critique est trés grande, puisque
= JE/p est égal a 5172 m/s dans le cas de l'acier

(E = 210 000 MPa, p = 7 850 kg/m?) et a 4 000 m/s pour le béton
(E = 40 000 MPa, p = 2 500 kg/m®).

4.4 Vibrations naturelles des poutres
de section quelconque

4.4.1 Formules générales

Considérons une poutre P soumise a des liaisons quelconques
telles qu’'un mouvement d’ensemble ne soit pas possible. Sous
I'action d’une densité de force transversale q (x), le déplacement
v (x) au moment de I'’équilibre vérifie I’équation (47), donc :

d2 ( d2v> q (x)
2 —_|I=——=]= 74
¢ dx2 \' dx2 p 74)

Désignons par (1/E) V (a, x) le déplacement transversal de la
section d’abscisse x sous I'action d’une force transversale unité
appliquée a la section d’abscisse a. La solution de I’équation (74) est :

v(x) = é fp V(a, x)q () da (75)

Le théoréeme de réciprocité de Maxwell-Betti (article Théorie de
I’Elasticité [A 305] dans le traité Sciences fondamentales) montre que
I'on a:

V (o, x) =V (X, a)

En outre, I’énergie de déformation W de la poutre :
W = lf (x)v(x)dx——Jl—J’ f V(a, x) q (a) q (x) da dx
=2 ) T2E Jp p »x)ala)q
est positive quelle que soit la fonction g (x). Le noyau V (a, x) est

donc symétrique et défini positif.
Reprenons I’équation des vibrations naturelles :

02 9%v 02v
2—e— (| — | = -S— 76
¢ ox2 ( 6x2) ot2 (76)
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Dans cette équation, les forces d’inertie de densité — pS 92v/ot?
jouent le méme réle que les forces exterleures de densité g (x) dans
I’équation (74). Compte tenu de E = pc?, la formule (75) montre que
la solution v (x, t) de I'’équation (76) verlfle I’équation intégrale :

v(x, t) =— f V(a, x)S(a)Mda 77

c?
En posant :
K (a, xX) = V(a, x)J/S(a) S (x)

nous pouvons écrire I’équation (77) sous la forme :

v (X, t)m :__f K (a, X)W&V(G t) da

La fonction v (X, t)J/S(x) est ainsi représentable canonique-
ment sur le noyau symétrique défini positif K (a, x). Elle est donc,
en vertu du théoréme de Hilbert-Schmidt (§ 1.1), développable en
série absolument et uniformément convergente des fonctions
propres Y, (x) du noyau K (a, X) :

v (X, 1)/S(x) z dn (1)Yq (X)

n=1

Désignons par A; <A, <A3<..<A,<.. les valeurs propres du
noyau K (a, x). Les fonctions propres orthogonales et normées :

EIO si m#n
Dl si m=n

fp Y (X)Y, (X)dx =
vérifient les identités :

Y, (X) = )\njp K(a, x) Y, (a) da

Donc, si I'on pose :

Yn(X) = X, (X) 4S(x) (78)
les fonctions X, sont telles que :
00 si m#n
J; S (X) Xy (X) X, (x)dx = E&l i m=n (79)
et vérifient les identités :
X, (x) = A”L V(a, x) S (a) X, (a) da (80)

Il résulte de ce qui précéde que lafonction v (X, t) est développable
en série absolument et uniformément convergente des fonctions
X (X) :

VX, t) = % g, (1) X, (x) (81)
n=1

Pour déterminer les coefficients gy (t), portons I’expression (81)
dans I’équation intégrale (77) ; nous obtenons :

Y G (0%, 00 === 3 ® |, V(e 08 @) X, (@ da

n=1
soit, compte tenu des identités (80) :

o

)3 [qn(t)+ = a (t)]xn(x) =0

n=1

Puisque les fonctions X, (x) sont linéairement indépendantes,
nous en déduisons que q, (t) est une intégrale de I’équation
différentielle :

1
an (t)+a,(t) =0
>\nC2 n n
Les fonctions q, (t) sont donc de la forme :
qn (t) = A, cos wnt + By sin wpt

Les pulsations propres et les périodes propres se déduisent des
valeurs propres du noyau K (a, X) :

w, = ¢ /Ay, rn=cj% (82)
n

Nous avons donc obtenu I'expression suivante de v (x, t):

V(X t) = z (A, cos w,t+ B, sin w,t) X, (x) (83)
n=1
qui exprime la décomposition d’une vibration naturelle quelconque

en vibrations propres. Les constantes A, et B,, sont déterminées par
les conditions initiales :

v (x, 0) = i AL X, (x) = f(x)

n=1

(%\ti>x:o = 2 Baon X, () = g(x)

=1

En admettant la possibilité de développer les fonctions f (x) et g (x)
en série des fonctions X, (x), nous trouvons, en utilisant les
relations (79) :

>
1l

n Jp S () F(x) X, (x)
(84)

v
1
o o

1
e pS(X)g(X)Xn(X)B

4.4.2 Vitesses critiques de rotation des arbres

Cette question se rattache a I'’étude des vibrations transversales
propres de I'arbre. Désignons par wy la vitesse angulaire de rotation
de l'arbre. Pour voir si I'arbre en rotation est stable, donnons un
déplacement transversal v (x) a I’axe rectiligne de I'arbre. Il nait une

force centrifuge de densité pSwfv (x) . L'arbre est donc stable si la
vitesse wy est telle que I’équation différentielle :

d?2 d2v 2

— |El =— | = pSw, v 85
dx2 < dx2 PO (85)
n’a pas d’autre solution vérifiant les conditions aux limites que la
solution identiquement nulle.

Or les vibrations transversales propres de I'arbre sont de la forme :
V (X, t) = (A cos wt + B sin wt) X (x)
dans laquelle x est une intégrale de I’équation différentielle :

d2 ( d2x
dx? dx?

) = pSw?2X

vérifiant les conditions aux limites. Cette équation a des solutions
non nulles toutes les fois que w est égal a une pulsation propre w,.
Il en résulte que I'équation (85) n’a de solutions non identiquement
nulles que lorsque la vitesse angulaire w; est égale a une pulsation
propre wy. Les pulsations propres des vibrations transversales sont
donc les vitesses angulaires critiques de rotation de I'arbre.
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4.5 Vibrations forcées des poutres
de section quelconque

Nous supposons toujours que les liaisons sont telles qu’un
mouvement d’ensemble de la poutre ne soit pas possible.

L'intégrale v (x, t) de I’équation :

02 02 ,t 02
o (18] - A o 2 (®9)

est une solution de I’équation intégrale :

02v (a, t)
2

= } da (87)

vix t) = £ fp V(a, x)[q(a, t)- pS (a)

Désignons par vq (X, t) la fonction connue :

Vo(x, t) = % J’P V(a, x)q(a, t)da

Vo (X, t) est le déplacement que I'on obtiendrait en négligeant les
forces d’inertie, c’est-a-dire en négligeant la masse de la poutre.
Nous obtenons donc, compte tenu de E = pc?, I'équation intégrale :

92v (a, t)

~5—da (88)

V(X t)=Vvo(x, t) = —é fp V(a, x) S (a)

analogue al’équation (77). llenrésulte que v (x, t) - vg (X, t) estdéve-
loppable en série absolument et uniformément convergente des
fonctions X,, définies au paragraphe 4.4.1. Supposons la fonction
Vg (X, t) développable en série des fonctions X, :

Vox, 1) = § dn(t) X, ()

n=1

la fonction q(n) (t) ayant pour expression :

Q°(t) = fp S () Vg (X, t) X, (x) dx

La fonction v (x, t) est, dans ces conditions, développable en série
des fonctions X, :

VX t) = % g, (t) X, (x) (89)
n=1
Pour déterminer les fonctions gy (t), portons les développements
de vy (x, t) et de v (x,t) dans I’équation intégrale (88). Un calcul
analogue a celui fait dans I’étude des vibrations naturelles (§ 4.4.1)
montre que g, (t) est une intégrale de I’équation différentielle :

1
A,c?

dp () +d, (1) = dp(t)
ou, puisque cof1 = \,c2:

q; (1) +whg, (t) = whap (t) (90)

En utilisant la méthode de la variation des constantes, nous
obtenons l'intégrale générale de I'équation (90) :

t
a,(t) = A,cosw,t+B,sin w,t+w, fo q?](e) sin w, (t-6)de (91)

les constantes A, et B, étant déterminées par les conditions initiales ;
il est aisé de vérifier que les formules (84) sont encore exactes.
Lorsque la poutre est initialement au repos, les constantes A, et B,
sont nulles.

VIBRATIONS DES POUTRES

4.6 Méthode de Rayleigh et méthode de Ritz

4.6.1 Méthode de Rayleigh

Cette méthode permet de calculer une valeur approchée de la
pulsation fondamentale d’une poutre P soumise & des liaisons
quelconques. Imaginons que le mouvement de la poutre puisse étre
représenté par la fonction :

vx, 1) =f(t)¢(x)

¢ (x) appartenant a la famille % des fonctions vérifiant les conditions
aux limites de la poutre P.

Portons v (x, t) dans les expressions de I'énergie cinétique T et
de I'’énergie de déformation W de la poutre :

_1 av ) Ll (az_v)z
T—2pfps<at> dx, W_zEPI Ix2 dx

En posant :

- 2 - "2
J—fp S¢2dx, H-L"b dx
¢” désignant la dérivée seconde de ¢, nous obtenons :

1

_ 1 2 -1 2
T = 3pIf2(t), W=z EHF(1)

Le théoréme des forces vives nous donne :
_1 2 1 201) —
T+W—EpJf (t)+EEHf (t) = Cte

soit, en dérivant par rapport a t:
pJf"2(t) +EHf(t) = 0
Nous obtenons donc un mouvement de pulsation w définie par :
(53 o8
Mais, si la fonction ¢ (x) est différente de la fonction X; (x) qui
correspond a la vibration propre fondamentale, la formule précé-

i 2 . .
dente donne une valeur trop élevée pour w;, puisque le choix de

la fonction ¢ (x) revient a transformer la poutre P, qui a une infinité
de degrés de liberté, en un systeme qui n’a qu’un seul degré de
liberté, donc a lui imposer des liaisons supplémentaires qui ne
peuvent qu’élever la fréquence w,/(2m). Il en résulte que la pulsation

fondamentale s’obtient en recherchant le minimum de I’expression :

)\:.‘*ﬁ:m (92)

¢ 2
fp S¢2dx

pour toutes les fonctions ¢ appartenant a la famille %.

La formule (92) permet le calcul de la pulsation fondamentale avec
une trés bonne approximation.

Par exemple, dans le cas d’une poutre de section constante dont les

extrémités sont articulées, prenons la fonction ¢ (x) = 3% —26x3 + x4
qui vérifie les conditions aux limites (54) : ¢ (0) =0, ¢ (0) =0,
6(¢)=0 et ¢7(¢)=0. La formule (92) donne

w, = (cr/¢?)/3024/31 = 9,876 7 cr/¢? qui dépasse d’environ 0,07

pour-cent la valeur exacte w;, = m2cr/¢? = 9,869 6 cr/ (2.
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Bien entendu, dans le calcul de I'énergie de déformation, il faut
tenir compte de I’énergie qui peut éventuellement étre emmagasi-
née dans les appuis. Ainsi, dans le cas d’une poutre située dans un
milieu élastique exercant une densité de force transversale — kv,
nous avons :

_1 a2v\? 1f )
W—iEjP|<m> dX+E P kv?2dx
donc W=—;—(EH+Hl)f2(t) avec H1=J’P ko2 dx

et I’équation (92) doit étre remplacée par I’équation :

1
1" 2dx+= [, k¢p2dx
w bwreet] o

fp S$2dx

Par exemple, dans le cas d’une poutre de section constante de
longueur ¢ et d’extrémités articulées, placée dans un milieu élastique
de module k constant, en prenant ¢ (x) = sin (Tix/ ¢) , nous retrouvons
un résultat établi au paragraphe 4.2.3 :

4.6.2 Méthode de Ritz

La méthode de Ritz est une généralisation de la méthode de
Rayleigh. Elle consiste a choisir pour ¢ (x) une fonction qui dépend
de fagon linéaire et homogéne de n parametres ay, dy,..., 0p :

n

o) = 5 o (x) (94)

i=1

Les fonctions ¢; (x), qui appartiennent & la famille &, sont linéaire-
ment indépendantes, sinon ¢ (x) dépendrait d’'un nombre de para-
meétres inférieur a n. En annulant les dérivées par rapport a a; de
I’expression (92), nous obtenons :

fp S¢2dx%<ﬁ, |¢"2dx>-fp |¢"2dx%<fp S¢2dx> =0

soit, compte tenu de I’expression (92) :

%UP (|¢"2—AS¢2)d¢] =0

Nous obtenons ainsi n équations linéaires et homogenes entre les
parameétres oy, 0,..., 0. Les paramétres ne seront pas tous nuls si
et seulement si le déterminant de ces équations est nul. Nous
trouvons ainsi une équation algébrique de degré n:

d(A)=0
dont nous désignons les racines par A}, A, ,..., N},. Les valeurs
approchées des n premiéres pulsations propres sont alors :

W, =C A, wy=C /A, ., o, =C /A,
Ce sont les premiéres pulsations propres qui sont obtenues avec

la meilleure approximation. A toute racine A} correspond un

ensemble de valeurs a4, ds,..., 0, pour lesquelles la formule (94)

donne, a un facteur pres, une expression approchée de la fonction
Xj. On peut montrer que, si I'on prend ¢; =X;(i=1, 2,..,n),ona:

n
®(\) = [1 A=A avec A = wllc?
i=1
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