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- “’v’
" | ¢ nombre d'inconnues
N()[ull()ns p]‘incipulcs Iy et l, o rayons de giration
k  coefficient de correction du clsnillement
I, L ¢ longueur de la poutre (ou de la portée)
I . ligne moyenne
M, . moment de torsion
My, My et M, : moments fléchissants autour des axes X, y et z
aire de la section droje :
Ny, NyetN, : efforts normaux suivant x, y et z
axe neutr.
e n . nombre de barres
1 LYY : 5
I+ 5 directions principales P, p : charge concentrée
largeur de la poutre 4 TS peiancls
diamétre R = hayon
allongement Ry, RyetR, : réactions suivant les axes x, y etz
degré de liberté Rip :  réaction dans la liaison i sous ’action de la charge appliquée F
déplacement ri?' . rigidité dans la Haison i sous ’action d’un déplacement unitaire
droite p . rayon de courbure
module d’Young s . coefficient de sécurité
déf i . e S :  moment statique
ormation normale suiyant [a direction x = 4
fldche S) :  section droite (systéme hyperstatique)
ol . ; (S0) :  systéme isostatique
F, forces suivant les axes x yetz
g, . résistance admissible du matériau
fléche admissible
o, . résistance élastique du matériau
centre de gravité cdg Cou module de cisaillement) ! :
degré d’hyperstaticité 0 : contrainte maximale
hauteur de la poutre o, . contrainte normale suivant la direction x
moment d’inertie polaire :
Ty, TyetT, : efforts tranchants suivant X, y et z
moment d’inertie ; i
: A8 : contrainte de cisaillement
Notations principales
. 1 71 Résistance des matériaux
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vontrainte de elsatllement adiminnible
rottion de droite '
Chapitre 1

rotation de gauche

distance entre I"axe neutre et la fibre extréme

CLWiX) © déplacements suivant y et z Généralités Sur 1& résistance deS matériaux
déplacement inconnu
Vil coordonnées du centre de gravité
coordonnées d’un point appartenant i 1’axe neutre
] i rotation (ou angle de rotation unitaire)

i eourbure

1.1. Objectifs de la résistance des matériaux RDM

La RDM est une partie de la mécanique des solides déformables. Elle s’intéresse
A 1’étude, de maniere théorique, de la réponse mécanique des structures soumises a
des sollicitations extérieures (traction, compression, cisaillement, flexion et torsion).
Elle permet d’évaluer les efforts internes, les contraintes ainsi que les déplacements

et les rotations des structures.

1.2. Notion de poutre

Les notions abordées dans ce chapitre ne sont valables que pour des solides

ayant une forme de poutre (figure 1.1.), ¢’est-a-dire un solide pour lequel :

— il existe une ligne moyenne Im, continue, passant par les centres de gravité

des sections du solide ;
— lalongueur L est supérieure ou égale & 5 fois le diametre D ;
— il n’existe pas de défauts de variation de section (trous, épaulements) ;

— le solide admet un seul et méme plan de symétrie pour le chargement et la

géométrie.

Notations principales

www.GenieCivilPDF.com




Pl do ymétele do 1 pou " L N T ——
1AL Cisalllement -
k Llgne moyenne Im L direction du chargement et perpendioulalre b la ligne moyenne Im de lo
————————— ) e, fgure 1.3,
Al (trés petit)
L =

Figure 1.1. Elément de poutre m

F

(a). Avant déformation

« xemples de sollicitations

1 AT 5 L o
Clow exemples de sollicitations seront traités, en détail, dans le chapitre 3.

W, F
L Traction/Compression
e poutre est sollicitée en traction (ou en compression) lorsque les actions aux F o~
AN se réduisent a deux forces €égales et opposées, portées par la ligne -
Venne lm, )
F ¥ (h). Apres déformation
4——5—,_ ......................... 4—|_>:
A ...... o A e Figure 1.3. Cistillement pur : (a). Avant déformation, (b). Aprés déformation
(a). Traction (allongement)
1.3.3. Flexion
F ;.uu susummmsanns EEsEsEmEmEmEn, : F {
_E_.-._._._. i ) _,_ : Le chargement est un moment autour 1'axe Z. Le moment M, est appelé
AlZ i | B ! - moment fléchissant.
(b). Compression (rétrécissement) {

Figure 1.2. Traction/compression : (a). Traction, (b ). Compression

i

Résistance des matériaux 17
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14, Conditions mux Hmites « Flxation Illﬂl'pl

L4.1, Notion d'appui

............................... TNt

Un appui est un élément extérieur en contact avee la structure étudide of ln
(a). Avant déformation

réaction d’appui dépend de la nature de la liaison appui-structure.

(_‘ qu

Poutre (dalle)

Appui : poteau (mur)

(b). Apreés déformation Figure 1.6. Notion d’appui

Vigure LA, Flexion pure : (a). Avant déformation, (b). Aprés dé ti
[LREresag o 1.4.2. Appui simple - Appui glissant

A, Torston Un contact ponctuel avec la structure (figure 1.7.) :

b — une inconnue (réaction verticale) ;
Une poutre est sollicitée en forsion lorsque les actions aux extrémités se

isent & deux moments de torsion M, dgawx et opposés, portés o — deux degrés de liberté dll (un déplacement suivant x et une rotation).

enne Im,

M,

Figure 1.7. Appui simple

1.4.3. Appui double - Appui articulé

Figure 1.5. Torsion d’une barre circulaire

— Deux inconnues (réactions verticale et horizontale) ;

— undll (une rotation).

Ciénéralités sur la résistance des matériaux
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1.8, Equilibre d'un corps o

1.5.1, Equations d'équilibre - Principe fondamental de la statique PES

Figure L8, Appul double ]
Un corps est en équilibre 8'il vérifie le systéme d'équations suivant ¢

S F.E0, YF =0, > F,=0
M, =0, 3M, =0, > M, =0

F,, Fy et F, : forces appliquées sur le corps suivant les axes X, y et z

LA, Appyi triple - Encastrement

= Trois inconnues (réactions verticale, horizontale et un moment fléchissant) ;
;

Pas de degrés de liberté dI1.
M,, M, et M, : couples appliqués sur le corps suivant les axes X, y et 2,

1.5.2. Différents systémes mécaniques
1.5.2.1. Systéme astatique - Mécanisme g
— Le nombre d’inconnues est inférieur au nombre d’équations ;
! — c’estun cas a éviter (systéme instable).
Figure 1.9. Encastremeny
Ry Rz
/a / 4
(a). Mécanisme (b). Systéme équivalent

F X

Figure 1.10. Systéme astatique : (a). Mécanisme, (b). Systéme équivalent

20
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D22, Systeme tsostatique e

-

Le nombre d'inconnuey est Cgal au nombre d'équationy ;
© Systéme stable,

!

Rz
[

Z R: R
(@). Systéme stable

(). Systéme équivalent

Figure 1.11. Systome ; 7
Yysteme isostatique : (q) Syszéme stable, (b). Systéme équivalent

4i8.2.3, Systéme hyperstatique

= Le i
nombre d’inconnues est SUp€rieur au nombre d’équations ;
Systéme stable,

R R

Ry R;3

(a). Systéme stable
(). Systéme équivalent

Figure 1.12, § ;
» Systeme hyperstatique : (a). Systeme stable, (. b). Systéme équivalent

G - » . .
€néralités sur la résistance des marériquy
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LA, Application

i

Déterminer les réactions d’appuis de la poutre reposant e |

comme montrée ci-dessous : P

b '
P

l20 kN

Gje 4m £ 4m

Figure 1.13. Poutre reposant sur deux appuiy

i 20 kN
A
| e
.I Av
¢ 4m F

Figure 1.14. Systéme équivalent



PR T 1

Viérifions les dquations d'dquitibre 1,1, Falsons'une'coups danw 1 poutre elon 1o plan (yoz), de munisreiSey

ZF =4,=0 [1,1.a] nections, Intéressons-nous, par exemple, & la partie gauche de ln pout V‘ .;
‘ h 1 panche est en équilibre sous I'action des sollicitations qui Tl sont '-‘L-,_
ZF,. i Bv o Av h Bv sty i b] ["effort externe F, des réactions verticale et horizontale au point A ef de
e ite supprimée, y
ZMrm =B ,x8-20x4=0= B, =10 kN [1.1.c] verticale de la partie de droite supp

En substituant la valeur de B, dans I'équation [1.1.b], on obtient : A, =10 kN

Vérification . ZMZ 5= —A,X8+20x4=0,

M,
a I
1.6. Efforts internes t
s X i
L.6.1. Principe de la coupe - Eléments de réduction - # )
Considérons une poutre chargée comme représentée sur la figure 1.15. D’aprés : Figure 1.16. Systéme mécanique équivalent

lé principe de I’action et de la réaction, le corps est en équilibre sous l'action des
lorces extérieures et des réactions aux appuis (supposées connues). Cependant,

chaque partie de ce corps se trouve également en équilibre. ST
Jue pa P g q [1.1.]) se réduit a :

i y ' ZFX=Nx—Ah+Fcosa=0:>Nx=A;,—FCOSOI
! - _Fsing = =—A4 +Fsin
F ; S F,=T,+4,-Fsina=0=T, =4,
“ ==t — CRNT LY e l -5 | M, =M, +Fsina(x—a)-4,x=0
| 2 T e el it g J 2/G z
A | e Sk e AN 0, ISR :
/ ﬁ:_: —é— : Dod: M, =-Fsina(x-a)t+Adx
Z I B
a b
o H .

Figure 1.15. Poutre simplement appuyée

: " L] 4, '* d t’ i
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OXtérieures et réactions d'appui) sur |'

Un effort normai est positif's’il exerce une tractio

117, |

al

de la poutre situge a gauche de la section de coupe (équation 131 p
Un effo

I AI———— ,
- Len quantité N, 7 o M, wont appeldes offortn Intornes. En RDM, on utilise
PIUtOE les notations A, T Ty My M, ot M, qui déuignent respectivement l'effort

normal Ny, les efforts tranchants (7 et 7)), le moment de torsion My et les momenty
Héchissants (M, et M,).

droite,

L.6.2. Conventions de signe des efforts internes

1.6.2.1. Effort normai N,

axe des x agissant sur le trongon de gauche,

n sur la section considérée (figure

4——___:__ _______________________________ —|—____.,

Figure 1.17, Effort normal

0.2.2. Effort tranchant T,

L'effort tranchant T, dans la section droite de la poutre est €gal 2 la somme

gébrique des Projections de toutes Jeg forces sur I'axe des Y agissant sur Ia partie

vt tranchant T, est Positif s'il a tendance 4 Jaire tourner 14 section dans le

Yens contraire des aiguilles d’une montre.

26
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Figure 118, Effort tranchant

1.6.2.3. Moment fléchissant M,

e moment fléchissant M, dans la section est égal & la somme al
moments créés dans cette section par toutes les sollicitations agissant sur |
I gauche de la poutre (équation [1.4.]). d j
Un moment fléchissant est positif s’il provoque des tensions dany lex

Inférieures d'une poutre horizontale.

Figure 1.19. Moment fléchissant

1.6.3. Relations entre efforts internes

g infinitési igure 1.20
Considérons un systéme, constitué d’un élément infinitésimal, fig ‘.
onsi

|}
Résistance des matériaux i

ivilPDF.com



e .
\ LR NS

((x)

Ty dx

*

Figure 1.20. Efforts normaux

Vérifions I’équilibre statique de la structure :

1.6.4. Diagrammes des efforts internes

ZP; ==N, +qx(x)_dx+Nx +dN, =0= dN

Toptey 2 ‘_ ,.
e 7.(x) [1.5] l.a construction des diagrammes des éléments de réduction constitue
JT | cusentielle dans toute étude de RDM. Un diagramme est un graphe ¢l

3F =-Ty—qy(x).dx+Ty+dz;=0:>E)i=qy(x) [1.6.]

vileur de 1effort normal N,, de I'effort tranchant 7, et du moment fléely

duns toutes les sections de la structure étudiée.

ZMZ 16, =0 Tl,dx +4q, (x).i?—_dx.;. M +dM =0 | Les étapes a suivre pour la construction des diagrammes des efforl
# z
1 sont :
g [17]
< dx calcul des réactions d’appuis ;
- subdivision de la fibre moyenne en trongons, définis par un chi
Le terme de second degré tend vers zéro [—_ -0/, ; brusque de la nature de la sollicitation ou de la direction principa
de la piece ; ‘
D choix d’une origine des abscisses (en général 1’origine correspo
es équati i ' :
quations [1.6] et [1.7.], on arrive a ; ' _ mité gauche de la structure) ;
di, "l . ) 1 considérons un point P de la structure d’abscisse x, puis calculons
= —— — x ‘. b
dx dx’ £ [1.8.] ! en faisant une coupe et en ne considérant qu’une partie gaue v

structure, les efforts internes Ny, T, et M_ ;

représentation graphique des diverses fonctions de Ny, T, et M.

‘\
N

WWW . G e n i I I P D F i CO m Résistance des matér;'
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v diagrammes des dléments de re
pluy sollicitées (zones de concentration de contry
nement des différents éléments des structurey,

i

| ot vervent au dimension..

L.6.5, Application

Tracer les diagrammes des efforts internes du systéme suivant :

20 kN
10 kN/m
Y 4 r Vv r y
i B
2
% m /fl/ 6 m 72

Figure 1.21. Poutre reposant sur deux appuis

Le systéme équivalent est :

A‘I, B,
2
A m e 2m - 4 m7|{

Figure 1.22. Systeme équivalent

30 Généralités sur la résistance des matériaix
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ver ley sectlons ley |

~ Calewd des réactions d'appuly |
Y Fo=4,=0
Y F,=A4,-20-80+B,=0= 4,+B, =100 kN

Y M, =-20x2-80x4+B,x8=0=> B, =45 kN.m

e I'équation [1.10.] : 4, =55 kN

Vérification : Yy M, = ==55%8+20x6+80x4=0 | .-
\\

Calcul des efforts internes :
ZFI=A,I=0 ) -»2.\-
R -4

"'
>'M,, =-20x2-80x4+B,x8=0=B,=45kNm

De I’équation [1.10.] : 4, =55 kN

Vérification : ZMZ/B =—55x8+20x6+80x4=0 v ‘

20-80+B,=0=4,+B, =100 kN

20 kN
/

A4

A A A

A
C
m
7 2m # A

[
C
)

iviIPDF.com

Figure 1.23. Subdivision de la structure en trongons
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B LA T T el e o o b e ke S e TP T R e R
T ThongenAC . i i , Falvons vaqumbreduW

i b
S F, =N, =0

R ' z F,=-T, +45=10x=0
' x=0->T,=45kN
x=6m—T, =-18§ kN

:-Ty=45—10x=>{
Bl it

Figure 1.24. Tron¢on AC .
S M, =M, —45x+10x7=0

=0->M,=0
Faisons Iéquilibre du systéme s Y e N ¢
q :>Mz—45x Sx 3{x=6m—>M,=90kN-m
D F =N, =0 [1.12]
2 F, =T +55-10x=0

o x=0—>T =-55kN F513]
= = -55%
, T licamasT < a5y

2
Al 55ea 102 —p
7

x=0-M, =0 tot ]

=M, =55x—5x" =
x=2m— M, =90 kNm

Trongon BC
Mz[v a 10 kN/m
y y
NX ol l G( - B
45 kN

sl X v

A1 A

Figure 1.25. Troncon BC
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1,7, fiquation de la déformés

17,1, Calcul de la fléche et de la rotation

Le moment fléchissant est équivalent & :

ElLy=M,

I désigne le module d’Young (en MPa), I, désigne le moment d'inertie

' la courbure (en mm™).

Lo fleche y (en mm) et la rotation Y =@ (en radian) se calculent

I'équation [1.18.] par intégration.

-55 kN 1.7.2. Application

longueur 1.

W

Figure 1.26. Diagrammes des efforts internes

Figure 1.27. Poutre chargée uniformément

34
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Moment fléchissant M,

RTT T o L  OPE
W‘ bl i gl

Chapitre 2

Caractéristiques géométriques

ql/2

(

des sections planes
Figure 1.28. Moment fléchissant

L équation [1.18.] devient :

pm T G
2 El yy=—=3" + “pfotie,
S S e LN . 14
- I GRS LA L E e
24 12

Introduction

v 1
Dans cette partie, on s’intéresse au calcul du centre de gravité, du moment

du produit d’inertie et du moment statique d’une section plane.

On détermine les constantes d’intégration et C,en utilisant les conditions aux

limites 2.1. Centre de gravité
mites,
[ / ; i 2 /3 La position du centre de gravité (cdg) G d’une section plane A est donnée |
jz[x=—]=0:>—g—(——} +2—[- +c]=0301=—q__
v 6\2 41\ 2 24 Z i
j}(x=0)=0::’C2=0 e
St sl b
Dol : A= Z :

ﬁ __Z.yi i

( - qls i Z 4
J"B(x_'o)=93='" s
" 24E7T
=2—4E7(—4x +61x l ) 13
. ) ur=D=8,=-1
y= (~x* +21° - IPx) 24E]
24E[ (x 3 i s el 5gl4
N*72)7 2 = " 304y
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e

81T wection posséde un axe de symétrle ot le cdg G appartient A (A), 1o m
stitigue est nul,

Loulre totale A est subdivisde on nombn‘m 2 \

2.3, Application
Soit une section rectangulaire partiellement creuse, figure 2.8,

(a). Déterminer le cdg de la section.

(b). Déterminer le moment statique par rapport i X,

71‘1 'i—‘—-* X y fl \
Ui XG L b g
Z1 1 el .
Fi e g
igure 2.1. Centre de gravité d’une sectiop plane 507
v
2.2. Moment statique 1024
Le moment statique par rapport 2 la droite (A) est donné par - 200 Y6
ra X
. 7 .
S‘,\ :ZS;:Z(S: Ai 1
[2:2:]
Figure 2.3. Piéce rectangulaire. Dimensions en mm
‘P (a). Coordonnées du cdg G
Y
2
& Section (1) : Ay = 200 x 350 = 70 000 mm® ; x; = 100 mm ; y; = 175 mm
Ye Section (2) : Ay =100 x 100 = 10 000 mm? ; x, = 100 mm ; y; = 250 mm
x4, 100x70 000—100x10 000
7‘4_# ! szz L= =100 mm
- , >4, 70 000-10 000
A Fq.[2.1]: S
1 A 175%70 000-—-250%10 000
Figure 2.2, 1, ; ' g = L = =162,5 mm
2. Moment statique >4 70 000—10 000

38 ey e
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(b). Moment statique par eapport PW . p——
: 2.5, Théoréme des axes paralloles < Thooréme de Huyghens

o

ﬂ v L]+ =
41221 8, = 30y, 4, =175%70 000 =280X10 000 = 9 75 N
“ 9750 000 mm ~ Le moment d’inertie de I'aire A par rupport i (A) est donné par la relation :
2.4, Moment d'inertie . 1, =1, +(28,6; +6,)4
Le moment d’inerti i
Rk dinertle dbTaire A par rapport &/ (A) S50 done pacty rolei
elation :
= 2
ly= 2o +8%4) 4
[2.3] y
T A
2
Figure 2.5. Moment d’inertie
Figure 2.4. Moment d’inertic Si ’axe (A) passe par le cdg de la section, I’équation [2.4.] devient :

Le moment d’inertie est toujours positif. Lyp=d5 + 502 A [2:5.]
L’équation [2.5.] est ’expression du théoréme de Huyghens (la méthode la plus
utilisée ).

0 aractéristi 7

Caractéristiques §éométriques des sections planes
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~ 16 Moment d'Inertlo et prodult d*nertle « Can de translition d*axes

o o -

i Mom;\t d'Inertie et prodult d'fnertie « Cin de rotation d’axes
Low moments d'inertio de I'aire A dans le ropére (x'0'y’) sont ;

Len moments d'inertie de I’aire A dans le repere (x'0"y’) sont :

‘ ' berl - ~1_sin2a [2.12]
Iy =1, +(2y96 + yi)4 [2.6.] I =—£(Ix+fy)+-2—(1x I,)cos2a—1,,
2
Ty axio +5)4 g / _l([ 1 )_l(f —1,)cos20+ 1, sin2 [2.13]
3 [ - ¥ ¥ x
]x"v" 5 ].r,n- +i(Xyq + YoXg + X%Vp) A [2.8.] o2 Z
B o LU —IsHe (a1
: i“:'yf = Ay C 2 X ¥
S les axes (ox) et (oy) sont principaux, les équations [2.6.], [2.7.] et [2.8.] se .
timénent A :
Iy =1+ 34 [2.9.]
I, =1 +x34 [2.10.]
Lo =Ixy + X5 ), A 2.11.] y’
y’ JF
Figure 2.7. Rotation d’axes
x b
Figure 2.6. Translation d’axes
: s 43
‘ Résistance des matériaux
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Directions principales

- =({,—1,)sin2¢;, - 21, cos2a, =0 = tan2a, =
ﬁ z . . . .
o, et & + -5 sont appelées directions principales.

2.8. Application

Soit la section en L, figure 2.8,

(a). Déterminer la position du cdg de la section.
(b). Déterminer les moments d’inertie L. Iy et I,

(c). Déterminer les axes principaux et les moments d’inertie correspondants,

44 | Céracrén'.s'tiques géométriques des sections planes

[215:]

[2.16.]

(a). Coordohnées ducdg G
Section (1) : A; =8 x 80 = 640 mm* ; x’; =4 mm ; y’; = 40 mm

Section (2) 1 Ay =52 % 8=416mm”; x’, =34 mm ;y’, =4 mm

Eq. [21]: %

www.Genie VilPDF.com

X' y
]
0
. G
Ny G+ @
Y 60 ¥

Figure 2.8. Section en L. Dimensions en mm

,  D.XA 4x640+34x416

X

640+416

, D VA, 40x640+4x416

LJ’G = ZAi

640+416

=15,82 mm

=25,82 mm

Résistance des matériaux
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i appliquant le théoréme de Huygueny, lquuﬂcﬂ"i‘ll.s.]. on obtlent :

~(0), Déterminer les axes prinel (' inertie correspondants

’1 4

b,h"‘ Directions principales (équation [2.1"‘.1
T TR e p AREAY L L
=4, &0 %) 4 —1-5-+ (40-—y:,)3‘4|

;i 8% 80’ 2
s +(40-25,82)* 640 = 470 019, 67 mm*

=21, -2(=2,72.10%) B 3,77

151, (6.7=32800" a0+%=118,77°

tan2a, =

e

3
[2=12+(,——42A =b2h1 ; 3
e 12 )y Moments d’inertie principaux (équation [2.15.])

‘]mlaxzjx-]-‘ry - Ix—‘ry 2+12 e Im-m=1,95.105 mm*
i 20 2 2 1, =810 ‘mns

12-52XS3 2
e +(25,82-4)" 416 = 200 281,43 mm*

Dot ;

I, =1'+I? =6,7%10°mm*
Les axes principaux (I) et (II) sont donnés sur la figure 2.9.
3

I =
!,v 12 +(15,82—4)2X640= 92 829,27 mm?*
y 2
2 8x 523 A
= o i
'y T +(34-15,82)’x416 =231 231,83 mm’ - 4
I, =I' +1I} =3,24x10° mm* )
118,77°
e Ll 2 | <
[x.v = Ix_v ¥ Ixy =X Va4, + X62 V524, ==2,72%10° mm* b § ngjyyn =
| NG g
2.7 ]
x § ]
Figure 2.9. Axes principaux
46 Caractéristiques géométrigues des sections planes I I . . ; i
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Sollicitations simples on gl

i 4 -:‘j

N
35

Généralités

Une sollicitation est dite simple si dans une section droite d’une poutre il existe

seulement une seule composante d’efforts internes (traction/compression,

I . l Figure 3.2. Efforts internes
cisaillement pur, flexion pure, torsion pure).

I'nisons le bilan des forces :

Y F =N +F=0= N =F

> F,=T,=0
Pt VD

3.1, Traction pure - Compression pure

Une section droite A d’une poutre est sollicitée en traction pure (ou en
compression pure) lorsque les éléments de réduction (efforts internes) par rapport au
centre de gravité G de la section, dus aux forces externes, se réduisent & un effort

normal N,.

Les efforts internes se réduisent a I’effort normal N, :
— i leffort N, dirige vers I’extérieur de la section (Ny = 0) 1

— si’effort N, dirige vers I'intérieur de la section (N, < 0) ¢ cormp

Résistance dey mai
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AL

V1,12, Déformation et déplacement ” | Ao

e

Effet de Ueffort normat -~~~

3.L.1.1. Contrainte normale L déformation est donnée par la loi de Hooke :

Chaque élément de surface dA supporte un effort dF paralléle i la ligne moyenne
Im de la poutre. 11 Y a répartition uniforme des contraintes dans la section droite.

Do : £ déformation normale suivant la direction X ; o2
o W (@, : contrainte normale en MPa ou N/mm? ;
e
A [3.4.] I/ : module d’Young en MPa (ou N/mm?).

@7, : contrainte normale en MPa ou N/mm? ; |
: 3 ] J[ 'i

N, : effort normal en N . En substituant I’expression de 0, dans I’équation [3.5.], on obtient : 4
¥

A : aire de la section droite en mm?,

£ =5‘.=£ iy
.
T
I’ allongement (déplacement) de la poutre est donné par :
o NI
g =m—=—t A==
;  Ed EA

Al : allongement de la poutre en mm ;

[ :longueur de la poutre en m (ou en mm).

Figure 3.3. Distribution de la contrainte normale

Sollicitations simples
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X102, Condition de résistance Vihes y. > v -
La condition de résistance s’ écrit : (1) 1 Eyy Ay 650
7
DY L "
Opax = TS (o ey [3.8.] |
A 9 '
. 4 ort
. contrainte maximale en MPa ; 3 000 kg 7

@, : résistance admissible du matériau en MPa ;

100 450 150V
=+ o PR

(7, : résistance élastique du matériau en MPa ;

¥ 1 coelficient de sécurité. ; j
Figure 3.4. Bloc suspendu. Dimensions en mm

3.1.3. Application

On isole le bloc des deux barres (1) et (2).

Calculer les contraintes et les allongements subis par chacune des barres — On remplace les coupures par des efforts internes (et les efforts extérieurs), |
supportant le corps rigide de section constante et de masse de 3 000 kg,

—  On vérifie I’équilibre (PFS), on détermine les inconnues du probléme.
Les caractéristiques des barres sont :

- Barre (1) : E; = 70 000 MPa ; A, = 240 mm? N, N,

A B

[—==—ua

100 250 200 150
A A f

~ Barre (2) : E; = 210 000 MPa ; A, = 180 mm?

Les barres (1) et (2) sont soumises  une traction sous I’effet du poids du bloc. -

v
P=3000kg

Figure 3.5. Modele mécanique. Dimensions en mm

Sollicitations simples WWW G e n i 1 Vi I P D F ) C O m Résistance des matériaux
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Fiquations d'équilibee |

2M,, ==Px250+ N, x450 = 0= N, = 1666,67 kg
2. M, =Px200-N,x450=0=> N, =1333,33 kg
Vérifiant: N, + N, = P=>1333,33+1666,67 = 3000 kg

Contraintes dans les barres :

i) e G TG
A 4 240

. =.]X2_=£66_66’_7.=92’59 MPa
Asior 180

Allongements dans les barres :

_ N 13333,3x650
EAd ~ 70000x240

_ N,J, 16666,7x650
E,4, 210000x180

Al 0,52 mm

Al

0,28 mm

54 Sollicitations simples W W W G e n i e
: ,

Figure 3.6. Position finale

3.2. Cisaillement pur

N F
2F| e I I ’
[ I—F—P
=

Figure 3.7. Assemblage des piéces par boulons

3.2.1. Effet de Ucffort tranchant

3.2.1.1. Contrainte de cisaillement
Chaque élément dA supporte un effort tranchant d7, perpendiculaire & la ligh
moyenne Im de 1a poutre. Il y a répartition uniforme des contraintes de cisaillemer

dans la section droite (figure 3.8.).

Résistance des matériaux
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f Y | - R .
D'od: 7, U ' |-!

i 8

‘wu.

4 ,lql] Y .l.cﬂ"
(L o, d
Ty ¢ CONtryjpge tangentielle en MPa ou N/mm' | iy "\ !
. aff JOG
Ty : effort tranchant en Newton ; ey Sk

- i
X H"x& Y

Al - isai
alre de 1y gection droite cisaillée en mm?.

(b). Aprés chargement

Figure 3.9. Effet du cisaillement

T dy _ dy
7. =L=Gy =GZx=—-—=—1L
e Y dx 2 «GA
& _T1
dx GA

G étant le module de cisaillement.
Figure 3.8, Distribution de la contrainte de cisaillement

L'expression [3.10.] est I'équation de la déformation moyenne due & Ueffort

tranchant T,.

< e IS 18 5
2.1.2. Défe Srmation de cisaillement

l:‘.ll d f I\_['Il t I e, C18 n
é (0} q ontr aimte de alﬂemellt ny varie llnealre]IIEHt Cl

foncti -
onction de 1 angle de glissement Yxy.

Al (trés petit) 3.2.2. Condition de résistance
rd '
o La condition de résistance 8’ écrit :
S e SR ] -—Gi. WieH
i LR M

(a). Avant chargement 7 : contrainte de cisaillement admissible en MPa ;

s : coefficient de sécurité.

56
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3.2.3, Application

Deux oles, de 200 mm de largeur, sont nssemblées par deux files de boulons de

diamére de 12 mm et sont sollicitées par un effort de traction égal & 150 kN (figure
3.10.).

Vérifier la résistance et en déduire 1’épaisseur minimale des piéces et le nombre
de boulons nécessaires.

Données : 0, =240 MPa ; 7 =160 MPa ets=17 (coefficient de sécurité).

- I N N F
< i |
=
P ‘0 O
B — | F
15 T
Figure 3.10. Distribution des boulons
Contraintes admissibles
Contrainte normale admissible : g = e = .__240 =141.2 MPa
& 1.7 ’
Contrainte de cisaillement admissible : == T = —-_1 oy =942 MPa
S0 g
58 Sollicitations simples

i 7 7 R PR (s

L =200 mm . "

Figure 3.11. Section cisaillée

Alre de la section droite : A = (I —2(d+2)) x e = (200 —2(12 + 2)) x e = 172e

Caleul de 'épaisseur de la piéce

g=£55ﬁwﬁl4l,2:>€2—lwg'—=6al7 mm
A 172e 172x141,2

On prend e = 8 mm.

Nombre de boulons nécessaires

Aire de la section cisaillée par boulon :
A, = %(d+ 2) = %142 153,94 mm’

P T 1000 g 00, 150000 88
A 5 153,94xn 153,94x94,2

On prend 12 boulons. Il existe 2 files. Il faut 6 boulons par file.

3.3. Flexion pure

On appelle une flexion pure I’effet produit dans les sections droites d’une poutre

Résistance des matériaux
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AN Effet du moment fléchissant I .I

o L déformation axlate sutvant la dis

LJ, -1 _IJ, =-MN (p+ y)dp =

= =

3311, Contrainte normale . 1 MN pdﬁq

La flexion dans le plan (xoy), figure 3.12, A

5 g

1'aprés la loi de Hooke : 0, = E€, =—y b

YA p .,..tl"‘ A

M, /v . M, b

......... _._._.-._._._.}J’L_.- ._.;LN-.-.-.-._._._,_, [tudions 1'équilibre de la section :
&L X
T 2

: ZFx=0:>J0'di=0:>%JydA=0:>%yGA=O

(a). Avant chargement (L'axe neutre AN passe par le cdg de la section.)

p : rayon de courbure

E E -
> M, =0:Jaxsz=0:;Jysz=o:>;1ﬁ =

(Les axes y et z sont principaux centraux.)

ZMZ=0:>MZ—~_[0'xydA=0:>
A

E E

v = [yda=m,==1=p=—11,
0} P M,

(b). Aprés chargement

En substituant o dans 1’expression de O, on trouve :

Figure 3.12. Poutre en flexion

o, =—=
ny

Z

I, étant le moment quadratique de la poutre.

Sollicitations simples
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AN, C'onlﬂiollud'!milm . AL
L condition de résistance &'éerit : I ol uh 0 ..

oM = A—f-'-|v,| < Ol

o = ﬂ"“’:‘ s d;dm

TR
z

ue
v, ¢ distance entre 1’axe neutre et la fibre la plus fond d'
v, : distance entre I"axe neutre et la fibre la plus P Mg

o, : contrainte admissible due & la compressio
adm *

o', : contrainte admissible due a la traction.
adm °

% Uln ¥ _. ) '
Vi Zone compiMén e |

- s ai

o ) :
Figure 3.13. Distribution de la contrainte normale dans Iépaisseur de la poutre V2 Zone tend

3.3.1.2. Déformation normale

ibuti i dle dewy, ¢ ne section Q
| i istribution de la contrainte norm
e Figure 3.14. Distribu
’ 5 MZ [3.18.]
&Y y y . .
N
1t
Résistance des matd) '
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MI'I mmu

Vérifier la résistance de la poutre entre les deux eharges de ln poutre suivante ;

Donndey
@ =15 MPa : contrainte admissible & la compression ;

Ty =3 MPa : contrainte admissible  la traction ;
1, = 1,667 x 10" mm*,

20 kN 20 kN
l z vi= 200 mm
/§> e V2= 800 mm
1 m 4]
4 o m i Im K i
Figure 3.15. Poutre en chargement ponctuel
64 Sollicitations simples

www.Ge

Y

20 kN | iy ‘rﬂi‘rlli#‘o*x 1-“0 KN : Vv _
v g
& | C D | 'S
1 m 3m 1m
e 20 KN
n
Ty > .
= ’
~20 kKN ;
20 kN.m
M, >

Figure 3.16. Diagrammes des efforts internes

La condition de résistance s’écrit :

6
o = Af = Eg;{l?om x200=0,23 MPa < 0¢,, =15 MPa
i X
6
ar = Afz vzlzl 22;1(1)010 x800=0,959<0.,, =3 MPa
z 2 X

La condition de résistance est vérifiée.

3.4. Torsion pure

On appelle torsion ’effet produit par un moment de torsion M, dans une section

droite d’une poutre.

Résistance des matériaux
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LAl

La torston est dite torsion pure si entre douﬁ&nﬂalli pléce, ona
N,=0, T,=7,=0, M,=M, =m0
M,=M, #0

B,
On peut éerire : -E-l— - —11-""'
I

pob: == f
-

. ; ] : tion unitaire [rad/mn|
3.4.1. Torsion d’une barre circulaire () : angle de rota

La torsion d’une barre circulaire présente, en général, deux intéréts :

~ elle est fondée sur I’expérience. Sa formulation analytique donne des

résultats similaires 4 ceux obtenus expérimentalement ;

~ elle est trés répandue dans la construction mécanique (automobile,

aéronautique,...).

A4.1.1. Observations expérimentales

~ La longueur et le diamétre de la poutre restent constants aprés déformation.

—

2 )

e

Figure 3.18. Moment de torsion-angle de rotation

— Les lignes génératrices restent rectilignes aprés déformation.

— Les surfaces planes restent planes aprés déformation (hypothéses de

Bernoulli).

3.4.1.2. Effet du moment de torsion
M;

ion circulai intes de cisaillement SON
Dans une section circulaire, on admet que les contraint g

tangentes aux cercles concentriques (figure 3.19.) ¥

¢
Figure 3.17. Torsion d’une barre circulaire
66 Sollicitations simples
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i el alato B iihes ' splisd ol ol b
PPour une barre cimulalrc'l 1 --3-2"" |I . ol

1, + moment d'inertie polaire !

d ¢ digmetre de la barre

M, =GOl =>G€-M'—=>r=—@£p=>rm =—tR
Iy Iy I

3.4.2. Torsion d’une barre rectangulaire

Dans le cas des pléees prismatiques, I’hypothése de Bernoulli (les w

ions) n’est pas vérifiée. Donc les |

droites restent planes aprén déformat 0

établies dans le cas de harren circulaires, ne sont plus valables.

Figure 3.19. Contraintes de cisaillement dues a la torsion

On peut écrire :

BB'=pda Ml 1
E‘?_'— 1 do

[3.23]

Le glissement ¥ est maximal pour o= R. D’ol: ¥ = Rf
Iligure 3.20. Torsion d’une piéce prismatique
D’apres la loi de Hooke :

T=Gy=Gpl=r1, =GV,..=GCRO [3.24.]

Efforts dus a la torsion
dF =1 dA |
M, = deF: [praa=[pGpoda= Gﬁjp2 dAd=GOI, [325]

A4 A A

Résistance des matériauy

68 Sollicitations simples - I .
f - www.GenieClvilPDF.com




L"dwde de la torsion de barres privm A aeetion ploine est basée sur
méthode de Saint-Venant, "0 &

o 7'-mmc
G it

T IN——— 4
‘ |

AN, Conditlon de rédsistance

: L condition de résistance §'éorit: 7, ST
A4

L condition de rigidité s'éerit: O, S 0

A A, Application

? x L
Soit un tube (D, d), de longueur [ = 1,5 m, encastré a I'une de ces e

al 200
woumis & un moment de torsion M, = 1,5 kN.m A ’autre (figure )

i i ion de 1"extidi
Déterminer la contrainte de cisaillement maximale et la rotatio _

Ibre.

Daonnées :

S

Figure 3.21. Distribution de la contrainte de cisaillement

1) =30 mm ;
L condition de cisaillement est donnée par :

M

f

3.28.
a(hb?) [3.28]

d=25mm;
(i = 80 000 MPa.

max

D =30 mm

I."angle de torsion par unité de longueur :

7 R e
o= Bca [3.29.] gne : (M T 8
LG(hb*) 7
i : ol > 2 h i

Les coefficients & et f sont fonction des caractéristiques géométriques m = — i

T

m | 23 5 10 20 oo
o 0,208 0,258 0,292 0,313 0,323 0,333

| B | o141 | 0249 | 0202 0313 | 0323 | 0333

Figure 3.22. Tube circulaire en torsion

Tableaun 3.1. Quelques valeurs de o et Ben fonction de m
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Tog pe—— LAl des

Le moment d'inertle poluire o TR ’e
LT N |
ly= (D" ~d") == (30" - 25*) = 41 1 51,2 mm"
32 32 - ‘ ¥y
i isai RIS d
La contrainte de cisaillement maximale N
M . L8x10® 130 Sollicitations composées
T =R =2 —— = 546, 76 MPa
max 10 41 15 1’ 9 b ’
L contrainte de cisaillement minimale
M die Lok’ 195
p = = ST e 455, 64 MPa
min 1-0 9 41 15 1, ) ) ’
Généralités |
: ol
Une sollicitation est dite composée si dans une section droite d’une piéce, |
plus d’un effort interne.
3 Soient ox, 0y et oz des axes principaux (figure 4.1.).
Dans cette partie, nous nous intéressons aux sollicitations composées &
courantes : 1
— flexion plane : (M,, T,) ou (M,, T2) ;
Figure 3.23. Distribution de la contrainte de cisaillement
— flexion déviée : (M., T,, My, T) ;
— flexion composée : (M,, Ty, My, T, Ni) 3
— flexion-torsion : (M., Ty, M) ou (M,, T, M,).
72 Sollicitations simples
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Figure 4.1. Efforts internes ‘i .. i 1
r ik

i - (Considérons un plan de charges (x0y).

| contrainte normale est donnée par :

: \ . ‘4
Une flexion est dite plane si dans une section droite de la pigce, il existe dbﬂ M ool ]
composantes d’efforts internes : ! o, = i ) it .

2

= dans le pl : : - :
| ; 1. équation [4.1.] est équivalente 2 1'équation [3.17.], chapitre i

= dans le plan (xoz) : (M,, T,), figure 4.2.b.

4.1.2. Contrainte de cisaillement

Soit un élément de longueur dx infiniment petit de la pitee, fij

-
. T, +AT, 3
M \ A 4

N +AN,

(a). Plan (xoy)

(b). Plan (xoz)

: i 3. Elément de poutre
Figure 4.2. Flexion plane o ¢ U
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Pour lew sections cournnuMli e iAo

i P \
i M M » r.\gp =k b J I
N; -IG”M-ITLJ’M-—-LIM‘&S A |
P d " R ! [43.]°8 3 ¥
el ? k= . pour le cas des sections rectangulaires ; r" 3
ANX i PO, 8. =7,bAx = i pour le cas des sections circulaires. :
7 /i Xy 3 ;
Tt e IX_ Ez_ A est la section transversale de la poutre. :
S [4.4.]
S

. et I sont les moments statique et d’j

inertiec de la section cons; Qe i.1.3. Application

respectiveme . o fc
} - Déterminer I'expression de la contrainte de cisaillement 7, en fon

i
|'effort tranchant Ty d’une piéce rectangulaire de dimensions (bxh), figmfe'

L’équati i
. equation [4.4.], donnant I'expression de la contrainte de
cisaillement, est 1a formule de Jourawski.

Y{\
/
e T |
|

e
v

Figure 4.5. Section rectangulaire

Figure 4.4. Distribution de 14 contrainte de cisaillement
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Caleutons Te moment statique et le moment d*fnerde de 1a section transversale |

(kN
[2 yj] S0 -4y

h
8, =[2-pply+=
=(2 y](y :
3
Ll
12

Ein substituant la valeur de S, etde ], dans I’expression [4.4.], on obtient :
2
(e

3T( th

£
4.1.4. Calcul de la résistance

2 4

x

Les étapes du calcul 2 la résistance sont

déterminer les sections dangereuses (zones ou les efforts internes sont
maximum) ;

déterminer les points dangereux dans

la section (points les plus €loignés de

I'axe neutre) ;

évaluer la valeur de la contrainte normale et de la contrainte de cisaillement :

vérifier si les valeurs calculées sont inférieures aux valeurs admissibles 4

IA
Ql

O.JC

h)

[4.6.]

T

IA

Ty

O, T : contraintes admissibles du matériau 5

7, : limite d’élasticité du matériau 1

s : coefficient de sécurité.

{
Sollicitations composées a

1
1
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| AN, Caleul de la rigidité

P=1,5kN | | ‘
A L __é_ “ F
. o 2m S ¥ 60 mm |
—k

VilPDF.com

. Véritication d'un critére de rupture (can d'un matériau ductile) |

Jol+3r) so

(Critére de Von Mises)

Loy e
~ Le culeul de la fleche se fait en utilisant 1'équation différentlll’ljgh‘

élastique, équation [1.18.] :
d zf

zde

~ La fleche maximale doit satisfaire la condition :

1l f

Ll =M,

e

rant |

i -f = —l— +-i—, | étant la portée de la poutre et f
150 1000
admissible.

—  La vérification 2 la flache s’effectue aprés la vérification a la résis

4.1.6. Application

Soit une poutre, de longueur / = 4 m, reposant sur deux appuis et charg

le montre la figure 4.6. :

Figure 4.6. Poutre reposant sur deux appuis

Résistance des matériaux
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Sectiony dangereuses (nﬂ’nm 4.8)

S): T, =% 0,75kN et M, w0
(S0 T, =F 0,75kN et M, w1, 5kN.m

Donndey B'HOOOMP " o o
Lee e

Vérification de la réy Sistan
Réactiong ¢ appuis

Points dangereuwx (distributions des contraintes, figure 4.9.)

i 1,5 kN

', est maximale a y = ;-2—

7., est maximale sur I’axe neutre AN (2 y = 0)

-

Figure 47, Réactions d ‘appuis

Efforts interneg

Figure 4.9. Distributions des contraintes {(normale et tangentielle)

M Mh6M

Eq.[4.1]: 0. =
Bl O, T2 i

2 =7,65MPa<o= 18MPE .

z

Fi
IZure 4.8, Efforts internes

Eq. [4.5.] : T, =15

Les eff
orts 7, et M_ pe 30Nt pag nuk (hypothése de Ia f
€se de Ia flexion plane).

80
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Vérification de la rigidité sy ROAVIAL K 4,21, Contrainte normale . o)
L fléche maximale est caleulée par I'équation [4.8,] |
PP’ P I [a contrainte normale est donnée par |
f= = F=11,22mm € /' = —— =20 mm it (bl
48EL,  4opbM 200 G'xH-I-‘-y+-}-Lz
1h z ¥
On appelle 'axe neutre AN 1'ensemble des points ol la contrainte normale estn
4.2, Flexion déviée Soit un point P(xo; yo) appartenant a I’axe AN. Alors :

Une flexion est dite déviée si, dans une section droite de la pidce, les efforts _.-—‘Mz y +-——My z,=0= d0 -IL = tanf3
.
Internes (M., 7, M, et T,) agissant sur les axes principaux ne sont pas nuls I L % 7
(figure 4.10.). M, et M, sont les résultantes du moment M. D’ot :
M, =Mcoscx .
: —andi=—
M,=Msna M,

En substituant I’équation [4.12.] dans [4.11.], on arrive a :

tanf = —f:z—tana

¥

Figure 4.10. Flexion déviée

Figure 4.11. Coordonnées d'un point appartenant a l'axe neutre
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4.2.2, Contrainte de cisaillement Whowen TAME .

4,24, Calenl de la rigidité w " v s Vgl ~"

L contrainte de cisaillement en un point et donnde g2ar ~ Le caleul de la fleche se fait en utilinant 'équation différentielle de-

Y

T= L Th +7s [4.14.] | élastique (équation [1.18.]) ¢ 3
2 ol
e B 8Ly, L
by ™ Li Avec !
e - -
g el g f =AbF + ]
- b [ I

v(x) et w(x) sont respectivement les déplacements suivant y et z.

4.2.3. Calcul de la résistance — La fleche maximale doit satisfaire la condition :

P

Lew élapes du calcul de la résistance sont :

~ déterminer les sections dangereuses (zones ot les efforts internes sont I ] =
: : f =——+———, [ étant la portée de la poutre et f étant la
maximum) et les points dangereux dans la section (points les plus ¢loignés de 150 1000
I"axe neutre) ; admissible.

~ calculer la valeur de la contrainte normale et vérifier qu'elle est inférieure a _ T.a vérification de la fleche s’effectue aprés la vérification de la résistance,

la valeur admissible :

o500 [4.16]

(¥ : contrainte admissible du matériau ;

~  vérification d’un critére de rupture (cas d’un matériau ductile) :

A O'i 43 < o (Critére de Von Mises) [4.17.]
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425, Application

Caleuler la charge maximale P que peut supporter wne panne en 1IPE140 en

respectant les conditions de résistance (figure 4, 12:)

Données : o =120 MPa

Toiture

/P

| = T
/ Ao
4 m

# A

(a). Position de la panne en IPE140 dans Pespace

(b). Position de la panne en IPE140 dans le plan

Figure 4.12. Disposition d’une panne sur la toiture

Sollicitations composées

1

www.Gel

Low enrwilrlulquu glométriques A PELAO sont ¢

U l
A 16,4107 mm? ; 1, = 541,2,10° mm' /1, = 44,9.10" mm

e vecteur de chargement P peut-tire décomposé comme
P=P, ]+ Pk
Avec
By# Psin25=0,423P
P, = Pcos 25=0,908P

% S/ \ -0,212P [kN]
U = B
0,212P [kN]
0,423P [kN.m]
M, &= i
-0,454P [kN]
Tz o ‘\ \ _-%
0,454P [kN]
0,908P [kN.m]

Figure 4.13. Efforts internes

CivilPDF.com
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W RTIN WEEPP Ry j I —
Lewefforn 75 et M, ne sont pas nuls (hypothdse de 1 flexion plane).

fiquation de I'axe neutre (équation [4.11.]) :

AN Contrainte ﬂﬂmt. A i ‘ i LN Waw SERRRT T !

Lu contrainte normale est donnée par ;

M M b ) |
: V ; il H y "

Clest I'équation d’une droite passant par le cdg de la section, Jigure 4.12.b.

A étant 1'aire de la section droite de la picce.
Le point B(=36,5 ; ~70) est le plus éloigné de I’axe AN.

Equation de I’axe neutre
La contrainte normale maximale au point B

: ¥

4 —M __My Soit un point P(xy; yo) appartenant a I’axe AN. Alors :
- erpP A 725 =~46,13P [MPa]
: M 3
i Nx+sz0+IYZO=0 i"
0!|=46,13P<0=120= P=2,6 kN y il i

D’ autre part (figure 4.15.), ona:
4.3, Flexion composée

N=P
M =Py,
Une flexion est dite composée si, dans une section droite de la piéce, les efforts W =P:
=Pz,
internes (N, M., T,, M, et T;) agissant sur la section ne sont pas nuls, figure 4,14, z

En substituant I’équation [4.23.] dans [4.22.], on obtient :

), i
l+=Fy,+—2,=0
) .

avec @

/4 1
Pty =

YT d L

i, et i, sont les rayons de giration.

Figure 4.14. Flexion composée
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ﬂ.l;. c'mm de cisaillement ' SN vt

Lacontrainte de cisaillement en un point est donnde par ;

T= 1l 47l

avece
YRR )
i

4.3.3. Calcul de la résistance

Les étapes du calcul de la résistance sont

= déterminer les sections dangereuses (zones ol les efforts internes sont

maximums) et les points dangereux dans la section (points les plus €loignés

de I'axe AN) ;

= évaluer la valeur de la contrainte normale et vérifier si la valeur calculée est

inférieure a la valeur admissible du matériau ;

&, 50

4.3.4. Calcul de la rigidité

La fléche maximale doit satisfaire 1a condition :
S5

7 étant la fleche admissible.

90 Sollicitations composées

v
4.3.5. Applieation

Calculer lu gharge muximale P que peut supporter une console en IPEI40 ¢
respectant Ten sonditions de résistance (figure 4.15.) :

[4.28.]

I'igure 4.15. Console encastrée & une extrémité

Donnédes: @ w120 MPa

Résistance des matériaux
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w.‘ W ".“‘.‘

P [KN] e pp—p——
N, *

~030P [KN.mm| )
M,

1070P [kN.mm]

l 3p 70P [KN.mm|
P o

Im J i IP ;

y o 7+

Figure 4.16. Bilan des Jorces dans le plan (xoy)

M,

Figure 4.18. Efforts internes

1| existe deux sections dangereuses (S1 et §2), figure 4.18.

0,5P
3 | >_i e N
2 —
Zf\ =L 3658 [N.mm] s1): 1M, =-930P $2): <M, =1070P
M, =-1036,5P M, =-536,5P

Figure 4.17. Bilan des Jorces dans le plan (x0z)

Résistance des mat@nlam
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Lquation de 'axe AN ; dquation [4.22.] ;
P_90P  1036,5P
briatr el

Al e plus élofgné de I 1008, figure d 10,

P 10T0RSSNRSISSP . 5.0 171200
TR TR s i TN T |

" # /50,71 kN
oo 1= 0,71 kN

(91)) =

A4, Flexlon-torsion

Ui ploce est en flexion-torsion si elle est soumise simultanément & la flex

{plane oi déviée) et a la torsion pure (figure 4.21.).
Figure 4.19. Equation de I'axe AN (S1)

Le point le plus éloigné de I'axe AN est C(70 ; 36,5), figure 4.19.

" P 930P 1036,5P
=— - 70— 36,5=0,153P <120
p 16,4.10° 44,9.10* 541:0.10"
= P <0,78 kN
. P | 1070P | 536,5PZ 4
e L — e N Fi 4.21. Flexion-torsion
A Iz Iy igure

4.4.1, Contrainte normale
1 4 vontrainte normale est donnée par :

M M
a, -=~I—Zy+—fz

z y

A étant |'nire de la section droite de la picce.

Figure 4.20. Equation de 'axe AN (52)

L 4 ssistance des matériaux
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44,2, Contrainte de clsaillement ,mFm-i | ool

L contrainte de cisaillement en un point est donnde pr

AAA, Application

Caleuler le diametre de la plées en fespectant les conditions de

r= ,/rjy +7l +1? [4.31.] \Agure 4.22.)
Avec
2.8 7N M
Ty=—=—L, 7 =22 o 7=""tp [4.32.
e oeL B L, !
M, : moment de torsion ;

Iy - moment d’inertie polaire ;

R : rayon de la barre.

Y

44.3. Calcul de la résistance Figure 4.22. Console en flexion-torsion

Les étapes du calcul a Ia résistance sont ;

déterminer les sections dangereuses et les points dangereux dans la section ;

Données : & =120 MPa et 7 =90 MPa

¢valuer la valeur de la contrainte normale, de la contrainte de cisaillement

due  la torsion et vérifier si les valeurs calculées sont inférieures aux valeurs

70D [kN.mm]

140 kN {
l ) £ b
74 b

/1

admissibles du matériau :

O, <0 et7,<7T [4.33.]

= pour un matériau ductile, il faut vérifier un critére de rupture :

VO +37] <0 (Critere de Von Mises) [4.34.]

1m

PR S

Figure 4.23. Systéme équivalent
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T—

140 kN |- il
-y “ Chapitre 5 3
Systémes isostatiques a treillis :
M,
+ \
70D [KN.m] p

Figure 4.24. Efforts internes

Giénéralités
La contrainte normale maximum est donnée par I’équation [4.30.] : ;
el 1 140.10°. D 1,426 10°
U.I o I y = ” —2— = D3
z ___D4
64

(i systéme A treillis est une triangulation de barres droites articulées il
(Hgure 5.1.).

=120= D, = 228, 2 niif)

Membrure supérieure

i i ; . Diagonale Neeud
La contrainte tangentielle due 2 la torsion est donnée par I"équation [4.32.] : l
70D.107D § 356/507.10°  _ Montant
e = <7 =90= D, 262,95 mm
T D4 2 .D
32 B
32 A

T

Membrure inférieure
Dot : D =230 mm.

Figure 5.1. Poutre auvent

IPDF.com

Sollicitations composées WWW G
]



812, Ellmp’l

Déterminer le degré d'hyperstaticité [ des systemes suivants :
(a),

5.1. Systéme a treillis

5.1.1. Détermination du degré d’hyperstaticité

Figure 5.2. Mécanisme

Le degré d’hyperstaticité H est égal a la différence entre le nombre d’inconnues i ? 4 »

et le nombre d’équations : i=14 o
B b 308 5.0 In=3x5=15 '
’. H =i-3n=-1<0:systéme hypostatique. ¥ i

(b).

n étant le nombre de barres de la structure.

Pour une liaison articulée :

i=2ny,—1)

I\
o
=

Pour une liaison encastrée :
i=3(n,—-1)

iy, étant le nombre de barres connectées au nceud considéré.

Figure 5.3. Systéme isostatique

— Si H < 0: systéme hypostatique (mécanisme) ;

In=3x5=15

H =i—-3n=0:systéme isostatique.

— Si H = 0: systéme isostatique ;

— Si H > 0: systéme hyperstatique d’ordre H.

i

Systémes isostatiques d treillis WWW G e n i .'
. ] A
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- -Nplmmnt d'un systéme Mrellle b

1.e déplucement est donné par I'expression ; at
L]
Ny %N, . ¢
i
= E‘ x Sj
{1 numéro de la barre §

n | nombre de barres
N, ! effort normal produit par la charge P sur la barre i ;

By =

oy

Figure 5.4. Systéme hyperstatique

N ;’,  effort normal produit par la charge unitaire au point k de la barre 1 ;
i=19

l;, | longueur de la barre i ;
anmdxS=15

8, ¢ section de la barre i ;

I = [ ~3n = 4 : systeme hyperstatique d’ordre 4. S olB HAHG e 1a barre .

8.2, Caleul des efforts normaux - Méthode des sections 8.4, Aplication - B de et

Les élapes de calcul des efforts normaux sont :

Soit une ferme, figure 5.5.

i eff barres.
~ déterminer le degré d’hyperstaticité du systéme H ; (). Calculer les efforts normaux s Tk

B =i s (b). Déterminer le déplacement de la ferme au point D.

couper le systéme en deux parties (ne pas couper plus de trois barres) ot les

efforts normaux sont des inconnues ; Données :

= = m =it =20()cm;L5=1500m
les efforts normaux sont calculés en vérifiant les équations du principe Ly=1L,=250cm; Ls 4

_§,=20cm?;S;=8,=85=10cm’; E;=E
fondamental de la statique PFS. 51 = 5, = 20IBmA" 85 = 5, = 55

Figure 5.5. Systéme isostatique

102 Systémes isostatiques a treillis
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Verifions les équations d‘V

2. F,=0=>0,5P+N,sin36,87 = 0 => N, =-0,833P
Y F, =0=> N, +N,c0836,87 = 0= N, =0,666P

(‘)I C‘Icul d" .‘ffﬂl’t] normnux d'n! le. bml oF i sEds 5 it B ‘

Les étapes de caleul, section 5.2, sont les suivantes |
= Caleul du degré d’hyperstaticité H = 0 systéme isostatique, section 5, 1.2, (ca. .n,-

b)
= Caleul des réactions d ‘appuis A g
(i 08
" ‘ | g
Al / i .
$ (3) (4) SR
N3 ;‘f D ) Ny =Nj

Figure 5.8. Coupes barres (3), (4) et (5)

Figure 5.6. Réactions d’appuis

Appliquons le PES :
D F,=0=>N,=0
> F.=0=N,+N,=0=N, =N, =0,666P

- T T 7 ey - .

Pour des raisons de symétrie (géométrie et chargement), on considére la moitié de la
Atructure pour le calcul des efforts internes dans les barres. 4
(b). Le déplacement de la ferme au point D

5 NexN. 1 = (20,833)x(-0,833P)x250

.= .
o Zl B %8, ek Ex20
A _sar (’ i (-0,833)x(=0,833P)x250 _ (0,666)x(0,666P)x200
= Ex20 Ex10
a0 ?P% (0,666)x(0,666P)x200 _ (0.)x(0)%200 _ 35P
’ EX10 Ex10 z

Figure 5.7. Coupes barres (1) et (3) Application numérique : E = 200 000 MPa ; P = 20 kN

35P
0 =T=3’5 mm
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Chapitre 6

Systémes hyperstatiques

Généralités

En général, les portiques ont un comportement flexionnel. De ce fait, on peut
négliger les déformations dues 2 Ieffort normal et & I’effort tranchant.
Dans ce chapitre, on s’intéresse  I’étude des structures planes, hyperstatiques,
chargées dans leur plan. Pour le calcul des poutres continues, on utilise la méthode

dow trois moments (formules de Clapeyron) et pour le calcul des portiques on utilise

ln méthode des déplacements. suivante :

6.1. Poutres continues i' LM, 208+ LM + LM, = Bl (d, — Hg)

6.1.1. Méthode des trois moments - Formules de Clapeyron

L

Soit un systéme (S) composé d’une poutre continue sur trois appuis , A et Ay, " 1 g X

: p ppuis Ao, A; et Ag 9=_1__[m2i—ldxet esz—jmzL_dx

(ligure 6.1.) : . EI : Z i El, 5 1
y | z 4
/\ a1 9z | @, : rotation (de droite) au point A; de la poutre A;A; sous ’effet de la charge ¢ |
’E/’— ! 4 LEN

U v v y ‘ gg . rotation (de gauche) au point A, de la poutre AgA, sous I'effet de la charge ¢

T o —— ey D o y ‘ | =
" m' - moment fléchissant dii & la charge q; dans la poutre isostatique 14
e :

A[} Al Az

Figure 6.1. Poutre continue sur trois appuis

| 1 sistance des matériaux
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Te——
M} ¢ moment fléchissant do b Ta charge qy dany [ poutre ontatique AAy;
£ module d'Young
1, - moment quadratique de la section transversale,

0.1.2. Relations entre efforts internes et moments aux appuis

Soit une poutre isostatique reposant sur deux appuis, figure 6.3.

Figure 6.3. Poutre isostatique

L'effort tranchant TyAB dans la travée hyperstatique du systéme (S) en fonction

de I'effort tranchant 1‘; ® dans 1a travée isostatique du systéme (Sy) est donné par :

T =7 (x) + A{A;ﬁ [6.3.]

Le moment fléchissant M : ? dans la travée hyperstatique du systéme (S) en

9 . i . A e ¢ 2
fonction du moment fléchissant ‘ ? dans 1a travée 1sostatique du systéme (S;) est

donné par :

M (x)=m®(x)+ M, [l - ﬂ +M, E—] [6.4.]

108 Systemes hyperstatiques
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Solt une poutre reposant sur quatre appuis, (figure 64.)

y ’
A q-IOkNImI ) o
M TR TR R
I e =
A ¢ c | £

=2my 2L=4m V-
_44_1.__21,] J ,

Figure 6.4. Poutre sur quatre appuly i

(). Déterminer les expressions des efforts internes dans la poutre,
(b). Tracer les diagrammes des fonctions internes dans la poutre,
(¢). Calculer les réactions d’appuis.

I, étant une constante.

(a). Efforts internes dans la poutre

Trongons AB et BC !
” F=20kN
A q =10 kN/ml
! 4
!
X K
. . T ‘ S e + ........ ‘.L-._.-;i*.---nili :
A
L I,=2m/i, 21.=4m /llL

Figure 6.5. Systémes isostatiques. Trongons AB et BC
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Lew efforty tranchants et moments féchissants dans (8, 1 : "

OsxsSL:t)"(x)=10x=10 ot  mf*(x)m=5x* +10x
0Sxs2L:¢)(x)=10x-20 et  m!®(x)==5x* +20x

Appliguons I'équation [6.1.], on obtient :

LM, +2(L+2L)My +2LM = 6EI(62° - 6:%) [6.5.] .'

De 1'équation [6.2.], on trouve :

Iin substituant les expressions des rotations dans [6.5.], on obtient :

IM, + M, =-45 [6.6.]

I."équation [6.6.] a deux inconnues : pour déterminer les valeurs de My et Mg, il

nous faut une deuxiéme équation.

Trongons BC et CD

A q=10 kN/ml F=20kN

B C D
L 2L=4m L L=2m b

Figure 6.6. Sysiémes isostatiques. Trongons BC et CD
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In appliquant I'équation (6.1 .].-mm ey )

Les efforts tranchants et moments fléchissants dans (o) :

WWW . G e n ie i I P D F . CO m Résistance des matériaux I:.

LM, +2(L +2L)M + LM, = 681, (05" = 0,°)

b

"

0Sx<2L: %(x)=10x-20 et m“(x)=-5x"+20x &

05x$~‘;i s (k) = R0 et mE(x)=10x .:
e £,°(x) =10 et - mE (x)==10x+20
)

Grace A 1’équation [6.2.], on trouve :

1 L2 [x ] 7 EDl:x :| }_ 5
D= — CEl X _1ldx+ | mP|=-1|de|=—=
b EIZ[ [\ LL i El

0

1% el xR
0 =g im 5T o

z 0

En substituant les expressions des rotations dans [6.7.], on obtient :

M, +3M, =-47,5

Les équations [6.6.] et [6.8.] forment le systeme d’équations suivant :

3M, + M, =—45
M, +3M,=—47,5

La résolution du systéme [6.9.] conduit a :

M, =-10,9375 kNan = et M, =-12,1875 kN.:m




(). Diagrammes des fonctions internes dany la poutre |
y i
A q =10 KN/ml Faa
Fn appliquant les équations [6.3.] et [6.4.], on détermine les efforts tranchants ol l : ,,
moments fléchissants dans le systéme hyperstatique (8) : Y 3 v i .-.¢ ------- x ---; ’
T 1N
Trongon AB l B C L
y 1 A 20,32 kN !
US TS L B =) a2 = 1052 4,53 '
OLTA{ORE , e |
|
iy 4
M (x)=m!* (x)+ M, [E} =—5x" +4,53x |39 KN )
et L
T'rf)n‘_‘()n BC Ty + (‘-’H’ i
V1] i ; 7y = 1
e el Sy R ek ik o =
v b 27 ) f g
-16,1 kN Ie
M € (x) = m? (x)+ M. [“x_ +M,|1-Z |= sk "'
z ( ) (i 2L B 2L "f
=5x+19,68x-10,9375 |
3,9 kN.|
Troncon CE 11 kN.m '
OstE : TZ,CE(x)=—16,1kN, MfE(x)zlﬁ,lx—lz,Z
Troncon ED -10,94 kN.m i
L :
PSSL:  TPH=30kN,  MP)=-39:+7% "

Figure 6.7. Efforts internes

1
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(¢). Réactions d'appuly
Y = =T = 4,83 kN
Yy + 1) (B) = T (B) = Y, = 15,47 +19,68 = 35,15 kN
Y +I7°(C) =T (C)= 7, =16,1+20,32.= 36,42 kN
Y, =T°(D)=Y, =3,9kN

6.2. Méthode des déplacements
6.2.1. Principe de la méthode

La méthode consiste a déterminer les translations (ou les rotations) des neeuds de 1
ln structure. Une fois les translations (ou les rotations) connues, on calcule les |
efforts internes (effort normal, effort tranchant et moment fléchissant) en vérifiant le

principe fondamental de Ia statique PFS. Les étapes de calcul sont :

Rl = Z des moments réactifs au neeud 1 = () [6.10.a]

R, = Z des moments réactifs au neud 2 = 0 [6.10.b]

114

on calcule le degré d’hyperstaticité H ;

on ajoute des liaisons aux nceuds du systéme initial de fagon & obtenir un
systéme de base dont les nceuds n’ont aucune possibilité de déplacement

(translation ou rotation), figure 6.8. ;

pour obtenir un systéme équivalent au systéme initial, on applique des
déplacements (X, et X,: inconnus) correspondant aux liaisons ajoutées
(figure 6.8.) ;

pour obtenir les inconnues (X, et X,), on vérifie I’équilibre des forces a

chaque nceud :

Systémes hyperstatiques W W W G e nT
]

o

(a). Systéme initial (b). Systdme de

v 777"

o

ViIPDF.com

s 7

(a). Systéme de base (b). Systéme équivalent g

Figure 6.9. Systéme de base et systéme équivalent
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Alnsl, pour une strueture & i inconnues, le uyumﬁo A" dquations w'éerit ;

HiXy+rs Xy ke X, + R, =0 X =1 s o K
m&X Xyt X, + Ry m0 ) \l v
L [6.11 ‘ 'J\lqﬁ \."'... *';4
gl D S IR D GE B S 7}’ L A=
2
Sous la forme condensée : 6EI/L l 2EI/L
"
P o Rip= 05i=iL,..., n 6.12.] I 6EIL?
J=l
4EI/L

Sous la forme matricielle ;

[rf{X}=—-{R,} 6.1

Xjj étant le déplacement inconnu appliqué ;

(a). Cas encastré-encastré

}‘”" ¢lant la rigidité dans la liaison i sous I’action d’un déplacement unitaire selon la

nature de la liaison j, appliqué a la liaison j ;

S

Ry €tant la réaction dans la liaison i sous I’action de la charge appliquée F.

| L =
4 =l
3EVL?
6.2.2. Barres soumises a des charges
. s Ay I 3EI/L?
Les diagrammes des moments et des réactions les plus utilisés sont récapitulés
sur les figures 6.10. 2 6.12. 3EI/L

(b). Cas encastré-articulé

Figure 6.10. Barres soumises d une rotation unitaire

Résistance des matériaux
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ML =i L el

erz

PL/8 I\[\ /(l PL/8
P/2 I W Im

PL/8

qL’24

(a). Cas encastré-encastré
(a). Cas encastré-encastré

r
N
N 2 T ¥ N l,
T N e
L i L2
71 &

3qLY8 h\
Squal \LLM 3qL/8

9qL%8

3PL/16 [\\
11P/16 I Wsms

5PL/32

(b). Cas encastré-articulé
(b). Cas encastré-articulé

Figure 6.12. Barres soumises & une charge concentrée

Figure 6.11. Barres soumises & une charge uniformément répartie

18
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6.2, Application - Etude d'un portique

Caleuler les efforts internes du portique (figure 6.13), par la mé

déplucements,
: 1
o ,;
12 1/2
le
h = ’111
b g
7
Figure 6.13. Portique soumis ¢ une charge concentrée
Données :

Ll w2.10" daNem?; P=50daN: h=4m;/l=3m

X—ph X=1 P
b .

N~ 7%_

EN

Systémes hyperstatiques

12 12
’!l/ L=

Figure 6.14. Equivalent du systéme de base

www.Gen

L

fon cnnoniquoe du systeme (dquation (6,12 1) w'deritr
WX+ Ry =0

g ramime des moments dus a la rotation unitatre

Xwi X=1 aEn’
QT e\ T | o
‘ n"r' -\~ Jéé AEI/N =
\ i | 3E1/
b il
[m]
" 6EI/h®
7&‘ o =7 2El/h

Figure 6.15. Diagramme des moments SOus la rotation unitaire

| ¢ coefficient 7} de I'équation [6.14.] est calculé en faisant 1’équilibre au neeud:

dingramme m.

Lquilibre du neeud :
3EIN

4El/h

Figure 6.16. FEgquilibre du naeud

Résistance des matériaux |
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., 3EI 4E1 3B AEI (3 4
N T*T”'[f )

Diagramme des moments sous la charge appliquée P

3PY/16=2 812 daN.em
IP =50 daN R,

LIP/16 = 34,375 daN Wi 5P/16 = 15,625 daN

5P1/32 =2 343,75 daN.cm

M|

e an

(a). Diagramme des moments (b). Equilibre au neeud '_'

Figure 6.17. Diagramme des moments sous la charge concentrée

Faisons I'équilibre du neeud :

3P 3PI
R +__=O = —— = =
¥ e =R, e 2 812,5 daN.cm

En substituant les valeurs #| et R, dans I’équation [6.14.], on obtient :

: R
X, =——1£=7,03.10"° rad

M1

122 Systémes hyperstaziques
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~ Pour passer d'un diagramme unitatre my & un diagramme réel My, 1l faut
Iy valeurs de my par X,. i
X, x GEI/P) = 4,686 daN
X, % (6EI/h?) = 5,2725 daN l
X, % (4EI/h) = 1 406 daN.c

X; x (3EI/1) = 1 406 daN.cm

My

X; x (6El/h?) = 5,2725 daN

X, x (2EI/h) = 703 daN.cm

Figure 6.18. Diagramme des moments réels

Le diagramme final des moments est obtenu par superposition des momen

M- aux appuis. Le diagramme ainsi obtenu est : vl .

{

1 406 daN.cm J
\ 2725 d '
55 N
1406 daN.cm ' A Lt
1
15,625 daN B 04,686 daN
M+ Mg
5,2725 daN
703 daN.cm

34,375 daN 4,686 daN

Figure 6.19. Diagramme des moments.
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Notons que 'dquilibre des moments au novud oxt satiafalt, fgure 6,19,

Le dingramme final des réactions est ainsl obtenu par superposition des réactions et
(L est donné sur la figure 6.20. ‘

ll’ - 50 d.nN X

5,3
e

20,3 daN

5,3 daN

"
29,7 daN

Figure 6.20. Diagramme des réactions aux appuis

A partir du diagramme des réactions, on trace les efforts internes N, et 7y, tigurc
6.21.

29,7 daN

53 daN///
777 297daN

(a). Effort normal N, (b). Effort tranchant T,

Figure 6.21. Diagramme des efforts internes N, et T,
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Systémes isostatiques en treillis (détermination du degré d’hyperstaticité,
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Chapitre 6
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