17.1 INTRODUCTION

Au chapitre 4, nous avons étudié un aspect particulier de la flexion, pour lequel
une poutre droite, constituée d’'un seul matériau, possédait une section symé-
trique par rapport au plan de chargement ou, du moins, un axe principal de la
section coincidant avec ce plan.

Nous aborderons maintenant certaines notions avancées concernant la flexion.
Nous nous intéresserons en premier lieu aux poutres constituées de plus d’'un
matériau élastique, mais satisfaisant par ailleurs a toutes les hypotheses énon-
cées au chapitre 4.

Nous entreprendrons ensuite I'étude de la flexion gauche, cas général qui com-
prend la flexion d’une poutre droite de section quelconque, donc d’une poutre
qui ne posséde pas nécessairement un axe de symétrie. Dans un tel cas, le plan
de chargement est en général incliné par rapport aux axes principaux de la
section.

Nous orienterons enfin I'étude de la flexion gauche vers la résolution des pro-
blemes pratiques posés par des profilés a parois minces, ouverts ou fermés.
Nous compléterons ainsi I'étude amorcée au chapitre 16, qui concernait les no-
tions avancées de torsion.

17.2 POUTRES HETEROGENES A COMPORTEMENT
ELASTIQUE

Il arrive souvent qu’on utilise des poutres constituées de plus d’'un matériau ;
on réalise ainsi une certaine économie tout en tirant parti des propriétés méca-
niques de chacun de ces matériaux. Pensons notamment au béton armé qui,
alliant la grande résistance du béton en compression a la résistance de I'acier
en tension, est un matériau de construction économique, résistant et souvent
esthétique. Lutilisation conjointe de 'acier et du bois, ou celle de I'aluminium
et du plastique, sont d’autres exemples de combinaisons employées pour la
fabrication de poutres particulieres.




Nous n'étudierons ici que les poutres composées de matériaux a comportement
¢lastique. La figure 17.1a présente schématiquement une telle poutre, consti-
tuée de deux matériaux A et B répartis uniformément sur toute sa longueur.
Pour les besoins du développement mathématique, nous supposerons (comme
nous l'avons fait au chapitre 4, sect. 4.1) que, pour une poutre homogene,
aucun effort tranchant n’agit et que la poutre est par conséquent soumise a une
flexion pure.

Comme a l'article 4.2.1, nous admettons également ici que les plans transver-
saux demeurent plans apres déformation (fig. 17.1b) et que I'équation 4.1 s’ap-
plique intégralement, soit :

£ = -2 (17.1)
p
Par contre, il faut modifier les développements des articles 4.2.2 a 4.2.4 pour
tenir compte du fait que le module d’élasticité E n'est pas constant dans
toute la section, mais qu’il a une valeur différente selon qu’'on a affaire a la
zone du matériau A (E,) ou a celle du matériau B (Eg). On a donc ici, a partir
de I'équation 4.2 :

(0x), = E4x (17.2a)

(0+); = Epéx (17.2b)

Les figures 17.1b et 17.1c illustrent la répartition de contrainte qui résulte de la
combinaison des équations 17.1 et 17.2. On peut constater qu’il y a disconti-
nuité dans cette répartition de contrainte au niveau du plan de jonction entre
les deux matériaux.

La combinaison de 'expression des conditions d’équilibre (équat. 4.3) avec les
relations 17.2 fournit la solution recherchée.

On détermine I'équilibre des forces selon I'axe des x (équat. 4.3a) grace a
I'équation : s

1
ordA=-—J' E dA+J EgydA| =0
J‘A J P[ Ay -~ Ap s :l (173)

ol A, et Ag sont, respectivement, les aires des sections transversales des parties
de la poutre constituées des matériaux A et B.

L'équation 17.3 permet de déterminer la position de I'axe neutre. Ainsi, lors-
qu’on connait les centroides 4 et yp (fig. 17.1a), on peut trouver la valeur de
¥ qui satisfait a I'équation 17.3, soit :

E v A4+ Egyg Ag = (E4 Aq + Ep Ag)y (17 4a)
d’ou

_ Esyad4+ Epyp Ap
EA AA + EB AB

y (17.4b)

Soit I'équation d’équilibre des moments autour de I'axe des y (équat. 4.3e) :
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;’/ matériau B
(Ag, Ep)

(a)

©

(c)

Figure 17.1 a) Etude d’une poutre
a comportement élastique composée
de deux matériaux : b) géométrie de
déformation et répartition des con-
traintes ; c) répartition des contraintes
normales (vue isométrique).
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J. o,zd4 = -i|: E vz dA +j EBysz] =0 (17.5)
A P Y44 4p

Cette équation est satisfaite si la section est symétrique a tous points de vue
(géométrie et matériau) par rapport a I'axe des y ou a I'axe des z.

On définit I'équilibre des moments par rapport a I'axe des z (équat. 4.3f combi-
née aux rel. 17.2) :

J‘O'xydA+M=-i|:J EAysz+J EBysz:|+M=0 (17.6)
A pJay Ap '

d’ol
M

1
P Egly + Eglg {7.7)

ou I, et I sont, respectivement, les seconds moments des sections A, et Ag par
rapport a I'axe des z.

La symétrie de la section et le fait qu’on ait affaire & une flexion pure assurent la

satisfaction des autres conditions d’équilibre (équat. 4.3b, 4.3c et 4.3d).

Enfin, la combinaison des équations 17.7, 17.2 et 17.1 donne ce qui suit :

My
Bels wagipdin.
1+ =21, (17.8a)
EA
My Eg
(0x)y = -— 2 = £ g,
st gping Dt oEwoiin ) (17.8b)

Ep

NOTE : Les équations 17.4b et 17.8a indiquent qu'il suffit de remplacer I'aire
Ag et le second moment de la section Iz par une aire A, et un second moment
de la section I, équivalents, donnés par :

Ry .

e B E, (17.9a)
Ep

I, = [p—

e B E, (17.9b)

pour pouvoir résoudre le probléme comme si la poutre était constituée d'un
seul matériau. La figure 17.2 montre qu'il suffit d’augmenter les dimensions
horizontales de la section constituée du matériau B, dans la proportion Eg/Ej,
mais sans en modifier la dimension verticale, pour pouvoir satisfaire simultané-
ment aux équations 17.9a et 17.9b. Lexemple 17.1 donne en détail le calcul
d’une poutre constituée de deux matériaux.

R

L A R RN el




v v
ApIp E, Ap
77\/ — Eg>E,
: N "y
PN | A
(i) 33. E, o) As(ESER. IoESEy)

EXEMPLE 17.1

Une poutre composée de bois et d’acier (fig. 17.3a) est soumise & un moment
fléchissant M de 20 kN-m. Calculer les contraintes normales maximales qui
agissent dans le bois et dans I'acier.

y

/— bois (E = 10 GPa)

(a)

acier (E = 210 GPa)

J ' \/ yp = 130 mm —
~y =103 mm A, =384 x 10° mm
£
i /
| z ,/</><
/ l A; = 10,5 x 10° mm? y1=5mm_-l-
5081 ) 5757 47 7 i i 7 5 0 5 By & |
L—’ 1 L—160mm—>l T
50 mm 10 mm
— 160 mm 50 x (210/10) = 1050 mm

(b)

<— 9,39 MPa
T (compression)

bois

147 mm

20kN'm

acier /

(c)

—»{ l=— 6,58 MPa

6,58 x (210/10) = 138 MPa
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Figure 17.2 Utilisation de la notion
de section équivalente pour I’étude
d’une poutre composée de deux maté-
riaux (plan de flexion vertical) : a) sec-
tion composée de deux matériaux,
avec les dimensions réelles des deux
sous-sections ; b) on a remplacé la
sous-section faite de matériau B
par une section équivalente, faite de
matériau A.

Figure 17.3 Exemple 17.1.
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(a)

plan neutre

| (ax)b | max = Sb

kd

(1-kd

(d)

Figure 17.4 Poutre en béton armé.

(o), =

(o) Ja = S ja

Solution

On remplace la section d’acier par une section de bois équivalente, en multi-
pliant sa largeur (50 mm) par le rapport des modules d’élasticité de ces deux
matériaux (210/10) [fig. 17.3b]. On peut déterminer la position du centroide
par la méthode usuelle, soit

- _AntAhHy
¥ Al + A2
(10,5x103)><5 & (38,4>< 103)>< 130
(10,5x103)+ (38,4x103)

(a)

= 103 mm

On détermine le second moment I de la section équivalente par rapport a I'axe
des z d’apres I'équation suivante :

bk} At
1=2|ﬁﬁ'+4‘(}’—)’i)]

% [(160 x 240%) + (1050 x 103)}

+ (10,5 % 103) x (103 - 5)’
+ (38,4 % 10%) x (130 - 103)°
313 x 10 mm* = 313 x10°® m* (b)

]

La répartition des contraintes normales dans la section équivalente est donnée
par |'équation 4.8, soit

3
o o My (2010)y
* I 313 x 106

+147 mm, o, = -9,39 MPa. Lorsque y = -103 mm,

= - (63,9 x10%)y (c)

Lorsque y =
o, = 6,58 MPa.

Pour calculer la contrainte qui agit dans I'acier, il faut multiplier la contrainte
calculée a I'aide de I'équation (c) par le rapport des modules d’élasticité (équat.
17.8b). Ainsi :

210
]c;,‘|max3cicr = 6,58 X T e 138 MPa (d)
|Gx|maxbois = 9,39 MPa (e)

La figure 17.3c illustre le résultat final.

17.3 POUTRES EN BETON ARME

Pour étudier les poutres en béton armé, on emploie la méthode développée a la
section 17.2. Toutefois, puisque le béton résiste beaucoup moins a la tension
qu’a la compression, on ne lui accorde aucune possibilité d’étre soumis a des
contraintes de tension. Lacier d’armature doit donc étre situé dans la zone de la
poutre qui subit la tension (fig. 17.4a). La répartition des contraintes dans le




béton et dans l'acier est alors celle qu’on voit & la figure 17.4b. Si « est le rap-
port des modules d’élasticité de I'acier et du béton, on peut écrire :

o === (17.10)
A ce stade, on remplace la section d’acier par une section équivalente de béton,
donnée par :
4, = a4, (17.11)
et la contrainte qui agit dans I'acier est :
(02), = a(0y), (17.12)

On peut déterminer la position du plan neutre kd (fig. 17.4c) a partir du pre-
mier moment de la section équivalente (qui, nous I'avons vu, doit étre nul par
rapport a I'axe des z situé dans le plan neutre) ; on a alors :

bkd%d ~ad,(1-k)d =0

d’ol
T g 204k 204, L2

- - (17.13)

La solution de I'équation 17.13 donne la valeur de k. Si, pour une conception
optimale, on impose a 'acier et au béton d’atteindre simultanément leur limite
de résistance S, et Sy, (fig. 17.4d), I'équation suivante donne la valeur de k :

__‘S;fl_
Sy, (17.14)
(04

Y

k =

Le calcul et la conception de poutres en béton armé sont des taches qu’on con-
fie & des spécialistes. Nous avons simplement voulu souligner ici I'aspect parti-
culier de I'étude de cet important matériau composé.

17.4 EFFORTS INTERNES ASSOCIES AU CAS GENERAL
DE LA FLEXION GAUCHE

Avant d’entreprendre I'étude détaillée d’une poutre quelconque soumise a une
flexion gauche, il est utile de rappeler comment on détermine les expressions
des efforts internes (effort tranchant et moment fléchissant) qui résultent, a une
section quelconque de la poutre, de I'application du chargement externe. La
figure 17.5a montre les vecteurs V' et M orientés de fagon quelconque par
rapport au systeme d’axes de la poutre. A la figure 17.5b, on voit V' et M dé-
composés selon les axes des y et des z, selon la convention de signes adoptée
au chapitre 3.

A T'exemple 17.2, on verra que, pour établir les diagrammes des efforts tran-
chants et des moments fléchissants dans le cas de la flexion gauche, on suit la
méme méthode que dans le cas de la flexion simple (chap. 3).
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Figure 17.5 Cas général d'une
poutre soumise & une flexion : efforts
internes.
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EXEMPLE 17.2

Etudier la répartition des efforts tranchants et des moments fléchissants dans la
poutre illustrée a la figure 17.6a.
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Figure 17.6 Exemple 17.2.




Solution

On considere séparément les deux plans de chargement xy et xz, et on trouve
les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants de la méme
facon qu’au chapitre 3.

17.5 EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’EQUILIBRE

Comme le montre la figure 17.7, il est possible de déterminer les conditions
d’équilibre d’'un élément de longueur d’une poutre soumise a une flexion gau-
che de la méme fagon qu’au chapitre 3, a condition d’étudier chaque plan de
chargement séparément et de tenir compte de la convention de signes corres-
pondante. Ainsi, pour le chargement agissant selon le plan xy (fig. 17.7a), on
obtient I'élément de la figure 17.7c. Les conditions d’équilibre (ZF), = O et
(ZM), = 0 donnent, apres qu’on ait fait tendre Ax vers O :

L 17.15
dx . qy ( . a)
aMm,

—Z = .V

2 e (17.15b)

De la méme fagon, pour le chargement agissant selon le plan xz
(fig. 17.7b et 17.7d), on trouve :

av, _
rraghule (17.16a)
am

L=, i (17.16b)
dx

Les équations développées pour la flexion simple (chap. 3) sont donc directe-

ment applicables a la flexion gauche (au signe pres, en ce qui concerne |'équa-
tion 17.16b).

17.6 ANALYSE DES CONTRAINTES ASSOCIEES A
LA FLEXION GAUCHE

Pour comprendre 'analyse des contraintes associées a la flexion gauche, nous
étudierons d’abord le cas d’'une poutre soumise a des moments de flexion purs
M, et M, (les efforts tranchants V, et V, étant nuls ; fig. 17.8, section 17.7). Dans
cette situation, la solution exacte est relativement facile a obtenir (comme lors
de I'étude de la flexion symétrique, au chapitre 4). Pour ce faire, il faut respecter
les trois étapes fondamentales de résolution dans I'ordre suivant :

1. I'étude des déplacements et de la compatibilité géométrique ;
2. l'application des relations contraintes/déformations ;

3. I'étude des conditions d’équilibre.
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(d) Vz' IVz + AV,

Figure 17.7 Equilibre différentiel
dans le cas d'une flexion gauche.
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Figure 17.8 Poutre soumise a une
flexion pure.
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Figure 17.9 Etapes de résolution.

La figure 17.9 montre schématiquement 'ordre des étapes & suivre pour résou-
dre le probléeme posé par la flexion pure.

A la section 17.8, nous rechercherons une solution approximative pour le
cas ol les efforts tranchants V, et V, ne sont pas nuls et se superposent aux
moments fléchissants M, et M,.

Déplacements Déformations Contraintes Forces
Relations Relations Conditions
déformations/déplacements contraintes/déformations aux rives
Compatibilité ,
(déplacements continus) Equilibre

17.7 CONTRAINTES DUES A LA FLEXION PURE

En plus du fait que les efforts tranchants doivent étre nuls, il convient d’imposer
les conditions suivantes a la poutre étudiée :

a) Avant chargement, la poutre est droite.
b) Le matériau est homogene, isotrope et & comportement élastique.

c) La section, quoique quelconque, est uniforme sur toute la longueur de la
poutre.

Nous nous inspirerons des hypothéses émises et vérifiées au chapitre 4 pour
accélérer la résolution du probléeme. Ces hypothéses sont au nombre de deux :

a) Les sections qui sont planes avant déformation demeurent planes et nor-
males a 'axe longitudinal de la poutre, aprés déformation. Ainsi :

! Yxp = Yzx = 0 (17.17)

b) La poutre étant relativement «mince» (sa longueur est de beaucoup
supérieure a sa plus grande dimension transversale), les composantes de
contrainte qui sont nulles aux parois latérales sont également nulles en tout
point ; autrement dit :

=i, =Ty =0 (17.18)

o e

y

Nous vérifierons ces hypothéses une fois que nous aurons résolu le probleme
posé par la flexion pure. Les articles 17.7.1 a 17.7.5 décrivent les étapes de ré-
solution a suivre.

17.7.1 Etude des déplacements

Puisque les sections planes demeurent planes aprés déformation, le déplace-
ment u, dans la direction x (normale a la section), doit satisfaire a I'équation
d’un plan ; ainsi :

u=ay+by+cyz (17.19)

ou ay, by, et ¢y sont fonction de x seulement.




A partir de I'équation 17.17, de la relation 8.6 et de I'équation 17.19, on
obtient :

Yy = 0= a_u 14 _a_v = by + Ey_ )
xy 3 R (17.20)
d’ou
v
P o
De la méme fagon, on peut écrire :
Ju ow ow
y:x=0=—+__=c0+_ (1721)
z X ox
d’oll
-9
° ox

En remplagant, dans I'équation 17.19, by et ¢, par leurs valeurs (équat. 17.20 et
17.21), on trouve :
SRS . 17.22
0 ox s
Il reste a déterminer les valeurs des déplacements v et w, ce qu'on fera a la
section 17.10.

17.7.2 Etude des déformations

On peut trouver I'expression de la déformation longitudinale & a partir de la
relation déformation/déplacement (équat. 8.6) et de I'équation 17.22 ; ainsi,
ona:

% a2’ ox? | e
On a déja par ailleurs émis I'hypothése (équat. 17.17) selon laquelle les compo-
santes ¥, et %, sont nulles.

Ex

On trouvera a l'article suivant les expressions des trois autres composantes &, &,
et ¥

17.7.3 Relations contraintes/déformations

Pour un matériau au comportement élastique, nous avons déja établi (chap. 9)
les équations reliant les six composantes de contrainte aux six composantes de
déformation. On a tout d’abord :

£ = %[0 -v(o, +o:)] (17.24)

Cependant, selon I'hypothése b) [équat. 17.18], on a g, = 0, = 0 ; donc, a
partir de I'équation 17.23, on peut obtenir :

i dag 0% 0%w
e (17.29

Notions avancées de flexion
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On trouve ensuite :
O' .
£, =€, = _VFX (17.26)
Enfin, on sait que les composantes de cisaillement sont toutes trois nulles, puis-
qu'on a (équat. 17.17 et 17.18) :

T

Yy = % =Y (17.27a)
T

=i 5h) 17.27b

Yy G ( )
T

Yox = F =0 (17.27¢)

La seule contrainte non nulle est donc a.

17.7.4 Conditions d’équilibre aux rives

La figure 17.10 montre un élément de longueur de la poutre soumis, d’une
part, & la seule composante de contrainte non nulle (o) et, d’autre part, aux
deux moments fléchissants (M, et M,). Les conditions d’équilibre suivantes doi-
vent ici étre satisfaites :

(£F), =0, _[ O,dd =0 (17.28a)
A

(EM), =0, M, = Lmz dA (17.28b)

(ZM) =0, M. = —LoxydA (17.28¢)

17.7.5 Solution et vérification

Il est & présent possible de combiner les relations établies aux articles 17.7.1 a
17.7.4 pour résoudre le probleme posé par une poutre soumise a une flexion
pure.

1Y, A partir des équations 17.28 et 17.25, on a :
z
/I a3 ~E)ao 9%v 9*w
SEEA) it () sl b g s
il B k.
it 5
I | v ) i 2 2
o _ aao a v 8 w 5
e A 3 e~ Wi~ Pl I
M, 3
Figure 17.10 Equilibre d’un élément Faao 2%y 3 2w
d’une poutre soumise a une flexion M, = E —J- pdd - e j. y-d4 - == J. yz dA (17.29¢)
puire. | ox J4 ox* J4 oxc Jd4




Si on pose que |'axe des x passe par le centroide de la section, on obtient :

LydA = deA =0 _ (17.30)

Par ailleurs, on connait les expressions des seconds moments et du moment
produit de la section (app. A), soit :

I, = Lzz dA (17.31a)
I, = Ly2 dA (17.31b)
I, = Lysz (17.31¢)

Si on inseére les relations 17.30 et 17.31 dans les équations 17.29, le résultat est
le suivant :

a
92y 2w
My = E[-ﬁly: = a?ijl (1732b)
92y 2w
'Mz HE E[_?Iz —SxTIyz] (1732C)

De plus, en combinant les équations 17.32b et 17.32c, on trouve :

day

=0
CF: . (17.33a)

82v 1 [
yiyz

5 T ) Myl + M., |

(17.33b)

B 4
o T E(1,l, - 1%) [M:1yz + My ] (17.33¢)

Linsertion des équations 17.33 dans I'expression 17.25 donne ce qui suit :

1

En outre, on sait pour I'avoir défini précédemment (équat. 17.18 et 17.27) que
toutes les autres composantes de contrainte sont nulles. On détient donc la
solution du probléme, puisqu’on connait toutes les composantes de contrainte.

Cette solution et les hypothéses formulées sont exactes, puisque la condition
d’équilibre différentiel des contraintes (équat. 7.8) est bien satisfaite. En effet,
ona:

Notions avancées de flexion
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axe
neutre

Figure 17.11 Inclinaison du plan
neutre dans le cas d’une flexion
gauche (remarquer le sens positif des
angles « et f# mesurés a partir de I'axe
des 2).

d
d0, S 5 A |
ox ay oz

Les termes différentiels de 'équation précédente sont bel et bien nuls, et
aucune force de volume F, n’agit sur la poutre.

Pour faciliter les calculs en flexion gauche, il est souvent avantageux de redéfinir
les propriétés de la section de la facon suivante.

. L I,-1% . BL-I . I, I,-1I%
Soit Iy R A S I = e | 1},2 I cha (17.35a)
1, Iy Ly
Léquation 17.34 devient :
o ol M. % Wy T = z 73
=== * * * 17.35b
* Iyz Iz Iyz Iy ( )

Noter que pour I, = 0, on a: I;Z =e, I, =1,etl, =1,.

17.7.6 Plan neutre

Nous avons défini le plan neutre (chap. 4) comme le lieu des points de la
poutre ou la contrainte normale est nulle. Dans le cas d’une flexion simple
(chap. 4), le plan neutre coincide toujours avec un des axes principaux ou avec
un axe de symétrie de la section et est normal au plan de chargement. Dans le
cas d’une flexion gauche, par contre, le plan neutre est incliné par rapport au
plan de chargement (fig. 17.11).

Si on reprend I'équation 17.34 et qu’on pose o, = 0, on obtient :

(M1, + ML)y = (M1, + M,I.)z = 0 (17.36)
Léquation 17.36 est I'équation d’une droite appartenant au plan yz. Cette
droite est I'axe neutre (fig. 17.11) qui passe par le centroide de la section et qui
fait avec I'axe des z un angle & donné par :

dy M., + M,

tga = — =

dz Myl + M., (17.37)

On peut exprimer I'angle a en fonction de l'angle f, qui représente I'in-
clinaison par rapport a I'axe des z du vecteur du moment fléchissant résultant
M, angle correspondant a :

A

£ =
gB M.

(17.38)

Alors, a partir des équations 17.38 et 17.37, on peut établir :
o Ly + 11808

tga
Igtg P +.1,

(17.39)




On peut voir la convention de signes pour les angles « et 4 a la figure 17.11
(le vecteur M est normal au plan de chargement).

NOTES : a) Lorsque M, = 0, 8= 0 ettg & = I,,,/1,. Pour que a = 0, il faut que
I, = 0, ce qui suppose que les axes principaux de la section coincident avec les
axes des y et des z. C'est le cas, en particulier, si I'axe des y ou des z est un axe
de symétrie de la section.

b) Comme nous le verrons plus loin, une poutre soumise a une flexion gauche
fléchit dans la direction normale au plan neutre. La connaissance de la valeur
de I'angle & nous renseigne donc immédiatement sur le mode de fléchissement
de la poutre.

¢) Lorsque I, = 0, I'équation 17.39 devient :

tgo = I—Zt B
ga = 1, g (17.40)

Si, par ailleurs, les dimensions de la section sont telles que I, < I,, une faible
inclinaison (# ~ 0) du moment fléchissant résultant M entraine une forte
inclinaison du plan neutre (o > 0). Il faut éviter cette situation qui peut avoir
des conséquences néfastes : augmentation du niveau de contrainte, déverse-
ment latéral de la poutre et instabilité. Llexemple 17.3 illustre cette situation
dans le cas d’un profilé en 1.

d) Toujours lorsque I,, = 0, I'équation 17.34 (ou 17.35b) est considérablement
simplifiée et devient :
M.y M_vz

Op == Tt + ; (17.41)

z »
Léquation 17.41 indique que, pour calculer o, il suffit de superposer, et ce a
I'aide de la formule de la flexion simple (équat. 4.8), les contraintes, considé-
rées séparément, dues a M, et a M,. Lexemple 17.3 montre comment réaliser
un tel calcul. Y

EXEMPLE 17.3
Un profilé en I (fig. 17.12a) est soumis & un moment fléchissant M agissant
selon I'axe des z.

1. Etudier I'effet qu'exercerait une légere inclinaison £ du plan de chargement

par rapport a I'axe des y sur I'inclinaison @ du plan neutre par rapport a
I'axe des z (fig. 17.12b).

2. Etudier également la variation de la contrainte normale maximale
(0 )max en fonction de B, pour la méme intensité de moment fléchissant
M = 1000 N-m.

Solution

1. Effet de I'inclinaison du plan de chargement sur I'inclinaison du plan neutre

Puisqu’on a affaire ici a une section symétrique, I, = 0 et I'équation 17.40
s’applique intégralement. Donc :

Notions avancées de flexion 533

v
I, = 23,6 x 10° mm*

I, =31 x 10° mm*

VL) /]T
,/
V]

z 203 mm

oz |

T
(a) L— 133 mm —J

axe neutre

\

\,
o \

R oy
ﬂzig

(b)

AONERNN

>
E;

N\

Figure 17.12 Exemple 17.3.
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23,6 x 106

g g UASKBAR, 1 (a)

9
tga = Ztgf =
I

2. Variation de (6,)me en fonction de B

Le point A étant le plus éloigné du plan neutre (fig. 17.12b), il sera le plus
sollicité (tension). Pour ce point, I'équation 17.41 s’applique donc, avec les
coordonnées suivantes :

= -2—03 = -101,5 mm
2
Z = %}- = 66,5 mm

Les moments M, et M, correspondants sont :
M, = Msin 8 =1000x10*sin 8 (N-mm)
M, = Mcosf =1000x10°cos  (N-mm)

On a donc (équat. 17.41) :
106 cos B x 101,5 10°sin B x 66,5
(Gx)max T 6 i 6
23,6 X 10 3,1x10
43cosf + 21,4sinf (MPa) (b)

]

Le tableau 17.1 donne quelques valeurs particulieres de a et de (0)max €n
fonction de certaines valeurs de I'angle S.

Pour un angle f relativement faible, I'inclinaison du plan neutre est considéra-
ble, et le niveau de contrainte élevé.

Tableau 17.1 Inclinaison du plan neutre et contraintes
maximales pour I'exemple 17.3

B o (O )max pour M = 1000 N-m
(degré) | (degré) (MPa)
0 0 43
1 7,6 4,7
2 14,9 5,0
5 33,7 6,1
10 33:3 8,0
15 63,9 9,7

Lexemple 17.4 illustre 'application de I'équation générale 17.34 pour le calcul
de la contrainte normale.

i
i
|
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y l
EXEMPLE 17.4 :
Une corniere (fig. 17.13a) est soumise @ un moment fléchissant M, # 0 :
(M, = 0). Calculer la valeur de la contrainte normale maximale (&), en if @
fonction de M,, et déterminer ou elle agira dans cette section. P, 1 152 mm
£ #* I
I
Solution s a5° T 4
R )
En utilisant la méthode et les équations proposées a I'appendice A, on déter- a T_
mine tout d’abord les propriétés et les caractéristiques de la section (& cause de LR e  =iShinm
la symétrie de la section, I'axe a-a incliné a 45° est un axe principal). Il est pré- 8 mmim
férable de décomposer la section de la fagon illustrée a la figure 17.13b. _T T_
1. Localisation du centroide 148
On fait un calcul pour déterminer la position du centroide : W
8 mm
__ _ (148x8x0)+ (8x148 x 74)
y =z = = mm [
(148 x 8) + (8 x 148) I | L
(b) 148 mm— 74 mm
2. Calcul des seconds moments de la section ’
On détermine les seconds moments : e

I, =1, = (148 x 8)(0 - 37)* + (8 x 148) (74 — 37’

148 x 8 8 x 1483 L r‘“mm
+

+ z M,
12 & a= -304933/

= 5,409 x 105 mm* C E‘p
axe neutre
41 mm—'—J 37 mm

(c)
3. Calcul du moment produit de la section ‘
Figure 17.13 Exemple 17.4.

y

Moment produit :
I, = [(148 x 8)(0 - 37)(74 - 37)] x 2 = -3,242 x 106 mm*

On procede ensuite au calcul de la contrainte (6;),,,,. Pour ce faire, on localise
d'abord le point le plus sollicité de la section en calculant en premier lieu
I'inclinaison de I'axe neutre.

4. Calcul de I'inclinaison de I'axe neutre
Puisque M, = 0, tg B = 0, et (équat. 17.39)

Vi3 =
tgo =22 = fi2d2 = -0,5993
1, 5,409
d'oll
o = -30,93°

5. Coordonnées des points les plus sollicités

Le résultat ci-dessus apparait a la figure 17.13c, laquelle montre clairement que
les points A ou B, qui sont les plus éloignés de I'axe neutre, seront les plus
sollicités.
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a) Point A
=152 -41 =111 mm
z=8-41 = -33 mm
b) Point B
= -41 mm
z = -41 mm

6. Calcul de o,
Lorsque M, = 0, I'équation 17.34 devient :
1
o, =-——+ (M, 1,y -M,,z
X Iy]x_lgz(zy zy)
=5.333 x. 165 (5,409y +3,2422)M,

(en mégapascals, avec M, en newtons-métres et y et z en millimétres)

d’ou, pour le point A :
(GX)A = -0,0268M. (MPa)

et, pour le point B :
(O'X)B = +0,0185M, (MPa)

17.8 EFFORTS TRANCHANTS ASSOCIES
A LA FLEXION GAUCHE

Les équations développées a la section précédente sont rigoureusement exactes
si aucun effort tranchant ne se produit dans la poutre. Cette condition suppose
en outre que les moments fléchissants M, et M, sont constants tout le long de la
poutre. Or, il s’agit d'un cas particulier qu'on rencontre rarement en pratique.
C’est pourquoi, dans cette section, nous étudierons le cas plus général ou les
efforts tranchants agissent eux aussi.

La présence de V, et de V, entraine des variations de M, et de M, (sect. 17.5)
ainsi qu’une répartition des contraintes de cisaillement dans la section de la
poutre. Ces deux conséquences ne facilitent pas le développement d’une solu-
tion exacte. En fait, les quelques solutions exactes obtenues par les méthodes
basées sur la théorie de I'élasticité ne s’appliquent qu’a des cas tres particuliers
de chargements simples et elles n’offrent qu’un intérét pratique limité.

Nous développerons donc ici une solution qui, bien qu’elle soit approximative,
est parfaitement applicable, du point de vue pratique, aux membrures longues
et minces. Nous avons d’ailleurs utilisé la méme approximation au chapitre 4,
lorsque nous avons développé les équations relatives a I'effort tranchant associé
a la flexion symétrique.

Nous analyserons surtout les profilés & parois minces, car ce sont ceux qui exi-
gent le plus d’attention lorsqu’on veut étudier les effets de I'effort tranchant.




17.8.1 Méthode d’analyse

La méthode d’analyse, qui est essentiellement la méme que celle adoptée
au chapitre 4 pour la flexion symétrique, peut se résumer aux trois étapes
suivantes :

1. On suppose que les relations 17.34 ou 17.35, qui concernent la flexion pure,
s’appliquent également en présence de V,etdeV,

2. On fait en sorte que les conditions d’équilibre soient satisfaites, compte tenu
de la présence de V, et de V,.

3. On ne se préoccupe pas de la compatibilité géométrique puisque, en pré-
sence d'efforts tranchants, les sections planes ne demeurent pas planes apres
le chargement.

17.8.2 Systeme de coordonnées, formulation du probléme et
équations de base

Comme nous I'avons fait dans les chapitres précédents lorsqu’il s’agissait d’étu-
dier les profilés a parois minces, nous utiliserons ici le systtme de coordonnées
locales n,s,x (fig. 17.14).

Les composantes de contrainte g, 7, et % (fig. 17.14) sont nulles aux parois
latérales de la poutre et, puisque la paroi est mince, on peut les négliger ; on
peut donc écrire :

Op =Tys = Tpy =0 (17.42)

Comme le montre la figure 17.15, la composante de contrainte o, doit, elle
aussi, étre nulle pour satisfaire aux conditions d’équilibre selon le plan ns ; on a
alors :

o, =0 (17.43)

Les deux seules composantes de contrainte non nulles sont par conséquent o,
et 7, (fig. 17.16a). Pour déterminer o, on utilise les équations 17.34 ou 17.35,
en adoptant, comme précédemment, le systeme général de coordonnées x,y,z.

Pour déterminer z,,, on a encore une fois recours a la notion de flux de cisaille-
ment, puisqu’'on peut supposer que la valeur de cette contrainte est pratique-
ment constante dans la faible épaisseur t de la paroi. On obtient :

12
q = _[ Tys dn = Tt (17.44)

La figure 17.16b montre un élément de la paroi. On peut y voir les composan-
tes de contrainte, ainsi que leurs variations, qui exercent un effet sur I'équilibre
selon la direction x. Nous avons ici, lorsque (XF), = 0 :

99, dx)tds %%
ox

-qdx + (q + dg)dx - o tds + (O’x +

P
;‘ ds (17.45)

dg = -t
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Figure 17.14 Poutre & paroi mince
systéme de coordonnées locales.

C

A

Figure 17.15 Les conditions d’équi-

libre exigent que ¢, = 0.

Figure 17.16 Poutre & paroi mince
composantes de contrainte non nulles.

’
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(a) z ¥

(b) -G-t—J

Figure 17.17 Poutre de section rec-
tangulaire soumise a un effort tran-
chant V, # 0.

Lintégration de I'équation 17.45 donne, pour l'intervalle qui sépare s, de s, la
variation Aq suivante :

%5(FE99
Aq = g5 —qo = f (-t%}ﬂ
S, X
= J.S -t 49 s +
9s . - 90

On établit I'expression de la contrainte de cisaillement a partir de la rela-
tion 17.44, soit

(17.46)

(17.47)

s (17.48)

Dans I'équation 17.47, on obtient la valeur de do;/dx en dérivant |'expression
17.34 ; ainsi :

do 1 oM, oM.
L = - L +—=1
ox Pl |:( gy I Thigy y}v

(17.49)

Cependant, selon les équations 17.15b et 17.16b, il est possible de remplacer
0M,/ox et dM,/ox respectivement par -V, et V,. On a alors :

00, 1
= - Vol.. = V.l - (-Vy1,, +V,1,)z

2 ( slyz = Vy y)y ( iy T V2 ) 17.50a
I T [ ] azs0a

Si on avait utilisé les équations 17.35, on aurait obtenu :

Jo, v. b, i LA

= Sfogien o [ 4 feate b =0 B

ot ( il ol £ F (17.50b)

NOTE : Comparons les expressions concernant le flux de cisaillement trouvées

jusqu’ici avec celles développées au chapitre 4. Pour ce faire, posons V, = 0 et

I, = 0 dans I'équation 17.50a ; on obtient alors :
dgg ob by

ox e ¥ (@)

Pour une poutre de section rectangulaire (fig. 17.17), go est nul a la paroi
supérieure. [’équation 17.47 devient donc :

v, [*
T (y1) ds (b)
z Y5

Dans I'expression (b), en tenant compte de la relation linéaire entre y et s, I'inté-
grale représente le premier moment Q de la surface A’ par rapport a I'axe neu-
tre. On obtient donc finalement :

V,0
1;

s = - (C)




Lexpression (c) est similaire a I'équation 4.16, sauf que, a la figure 17.17b, q,
est positif vers le bas.

17.8.3 Méthode de résolution

Pour déterminer la répartition du flux de cisaillement g, il est nécessaire de
résoudre I'équation 17.47 et, pour y arriver, il faut connaitre le flux de cisaille-
ment go au point de départ s, de I'intégrale. La méthode de résolution étant
différente selon que la section est «ouverte» ou «fermée», nous verrons les deux
cas séparément.

Section ouverte. La figure 17.18 montre une poutre dont la section est dite
ouverte. Dans une telle section (déja définie lors de I'étude de la torsion,
chap. 16), le flux de cisaillement ne peut pas se propager en circuit fermé
(fig. 17.18b). Sachant que le flux de cisaillement est nul au niveau des arétes
longitudinales (fig. 17.18a), on peut commencer I'intégration de I'équation
17.47 a ces endroits (fig. 17.18b). Les étapes suivantes résument la méthode de
résolution, que nous illustrons plus loin, a I'exemple 17.5.

1. A partir de chacune des arétes longitudinales, on peut intégrer I’équation
17.47 jusqu’aux intersections, pour y déterminer la valeur de g, soit

: Jd0,
qs = L =l ™ ds (17.51)

2. Aux intersections, les valeurs des divers flux de cisaillement s’additionnent
pour y donner la valeur du flux total.

3. A partir d’une intersection, on integre de nouveau I'équation 17.47 jusqu’a
I'intersection suivante et ainsi de suite. Entre deux intersections, on obtient la
valeur du flux de cisaillement a partir de I'équation 17.47, mais en donnant
a qo la valeur calculée pour g, a I'intersection ou s redevient Sp.

4. La convention de signes concernant g; est la suivante : il est positif lorsqu’il
agit dans le sens de I'intégration (c’est-a-dire de s, vers s).

=)

intersection

Les

P
===t

intersection
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Figure 17.18 Flux de cisaillement
dans une section «ouverte».
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>
=N

X

Figure 17.19 Section «fermée».

N/

N

L

i

Figure 17.20 Mouvement relatif qui
se produirait si on fendait la poutre
longitudinalement.

—u

(a)

intersection

—_—
T

(b) intersection

Figure 17.21 a) Section fermée ;
b) section dont une partie seulement
est fermée.

Section fermée. Dans une section dite fermée (fig. 17.19), il n'y a aucun
endroit ol le flux de cisaillement est connu comme nul (comme c’était le cas
pour les sections ouvertes), si bien que la constante gy, dans I'équation 17.47,
est indéterminée. Pour résoudre le probléme, il faut donc étudier le mode de
déformation de la section dans la direction x.

On peut récrire I'équation 16.75a (développée pour I'étude des sections
fermées soumises a la torsion) de la fagon suivante :

q:;du =é§‘qsé—ﬂ 4;rds (17.52)

Puisque, ici, la poutre n'est pas soumise a une torsion, # = 0 et I'équation

j G qs t : )

q, = Aq + q (17.54)

On sait (équat. 17.46) que :

Si on remplace g, par son équivalent (équat. 17.54) dans I'équation 17.53,
compte tenu du fait que gy n'est pas fonction de s, on trouve :

(_f, du = é [(ﬁ Aqiit—s- + qoc‘fr‘ %J (17.55)

La figure 17.20 montre le mouvement relatif ggdu qui se produirait si on

«ouvrait» la section en pratiquant une fente longitudinale dans la poutre. La
section étant «fermée», un tel déplacement relatif ne peut se produire, et on
obtient (équat. 17.55) :

u

90 = —(‘](( ds (17.56)
t

NOTES : a) Dans le cas d’une section dont une partie seulement est «fermée»
(fig. 17.21), il faut d’abord intégrer I'équation 17.51 a partir des arétes longitu-
dinales (gy = 0), afin de déterminer les valeurs du flux de cisaillement aux inter-
sections. A partir d'une origine arbitrairement choisie sur le contour fermé, on
procede ensuite a l'intégration de I'équation 17.51 le long de ce contour, en
additionnant les valeurs des flux de cisaillement aux intersections ; on obtient :

0 by

: 20,
q = J. =« 'a_ ds + Qigterseciion (17.57)

On trouve la valeur de la constante g, & partir de la relation 17.56, en intégrant
Aq (équat. 17.57) le long du contour fermé. On peut enfin déterminer la valeur
du flux total a partir de I'équation 17.54.

|
i




b) Lorsqu’une section fermée est symétrique par rapport a la direction de
I'effort tranchant, le flux de cisaillement est nul au niveau de I'axe de symétrie
(fig. 17.22). Pour de telles sections, il est donc avantageux de choisir I'origine
de l'intégrale de contour au niveau de l'axe de symétrie, car, dans ce cas,
go = 0. Nous appliquerons cette méthode de résolution concernant les sections
fermées plus loin, a I'exemple 17.6.

17.8.4 Flux de cisaillement maximal

Le flux de cisaillement étant maximal lorsque dg/ds = 0, on peut appliquer
directement I'équation 17.45 ; on a alors :

dq _ 90y

=0
e o (17.58)

Cette condition est satisfaite pour 'axe neutre puisque, par définition, ¢, y est
nul. La figure 17.23 montre la répartition du flux de cisaillement dans une pou-
tre en Z soumise a une charge verticale. Dans les exemples 17.5 et 17.6, nous
localiserons également le flux de cisaillement maximal.

EXEMPLE 17.5

La corniere de I'exemple 17.4 est soumise a des efforts tranchants V, = 1000 N
et V, = 500 N (fig. 17.24a). Etudier la répartition du flux de cnsalllement dans
cette section (I, = I, = 5,409 x 10° mm* et I, = -3,242 x 10° mm*).

Solution
Léquation 17.50a donne :

do, _ 1
ox bl — 1;2

(5.333 % 10°%)(7030y + 59462)

[(V/ L)y + (V. - Vz{z)z]

(N/mm?3 ; y et z sont en millimétres) (a)

1. Intégration de A vers B (fig. 17.24b)
D'aprés I'équation 17.51 :

qszj'(Sxaa)ds, oun 0 <s <
0 ox

Sur la partie AB,ona y =
alors :

148 mm (b)

-37 mm et z = 111 — s (mm). Léquation (b) devient

s = -8x10% {375(-37)s + 317,2(111 - %H

(N/mm ; s est en millimetres) (c)

Notions avancées de flexion

~

Q
|
o

N

Ee}
]
o

b

ecm—
<

I\Q

q=0

(d)

Figure 17.22 Sections symétriques
par rapport a la direction de I'effort

tranchant.
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charge verticale

Figure 17.23 Exemple de réparti-
tion du flux de cisaillement : celui-ci at-
teint sa valeur (absolue) maximale au
niveau de I'axe neutre.

Figure 17.24 Exemple 17.5. Section
ouverte.

plan de
chargement y

L——I—OA mm

2. Intégration de C vers B

Léquation (b) est encore valide, sauf que, sur la partie CB, onay = 111 — s
(mm) et z = -37 mm.

Donc (équat. [b]) :

g, = -8x10° [375(111 e %): + 317,2(—37)5]

(N/mm ; s est en millimetres) (d)

La figure 17.24c montre la répartition de g, dont les valeurs sont établies a
partir des équations (c) et (d). Le sens du flux de cisaillement est illustré a la
figure 17.24d (selon la convention de signes). Le flux de cisaillement a la méme
valeur a l'intersection. Il a fallu, pour obtenir un résultat aussi précis, garder un
bon nombre de chiffres significatifs dans les calculs.

La valeur maximale du flux de cisaillement est de 9,53 N/mm sur la partie CB
et de 5,74 N/mm sur la partie AB. Comme on I'a démontré a |'article 17.8.4,
c’est au niveau de I'axe neutre que le flux de cisaillement est maximal. On peut
calculer (équat. 17.38 et 17.39) l'orientation de 'axe neutre, en se rappelant
que, dans I'équation 17.38, le vecteur M est normal au plan de chargement
(fig. 17.24a). On a donc ici (équat. 17.38) :

M
tgf =2
M

Z

Pour le cas particulier d'une poutre encastrée avec charge concentrée, M, est
linéairement associé a -V, et M, a V,, donc :

@ = o= 20 = 5
v, 1000
d’out
B = -26,6° (e)

c
T
=) 17

E E . E

o . (9,)max

13 L L3 »:

‘ _1 37 mm
) A B (9g)max
152 mm—>l ‘-111 mm 37 mm
B = -26,6° ~— 148 mm — 5,74 N/mm 134,5 mm
(a) 5 (b) (c) (d)
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On a alors (équat. 17.39) :

Lot It
tgo = 2t 188 _ g4se
I,tgB +1,
1 v
d’ou AP s
—_ o z
a = -40,2 ‘}8 &
U S £
Ce résultat, représenté graphiquement aux figures 17.24c et 17.24d, confirme f I g
que le flux de cisaillement maximal se produit au niveau de I'axe neutre. V<_-—500>; §
| g7
(e}
EXEMPLE 17.6 | - b ‘

Etudier la répartition du flux de cisaillement dans la section illustrée a la figure

)
17.25a. vn —’k_got‘mr:‘nm;.u‘
(a)
Solution
1. Calcul des propriétés de la section (app. A) y
Ici, puisque la section est symétrique, le centroide se trouve en son centre, i B C ]
et le moment produit I, est nul. Les seconds moments de la section sont
(fig. 17.25b) :
y £
fe
[ 3 3 EET
1, = 2|26 +76x8x712+4_>%2_] £
L A D = 4 ‘
L
= 8,0452 x 10 mm*
[ 3 - 3 Jl—&—ﬂrgs ‘]j
mm
[, S|SB TR | 142 x 4382 | 76 mm
. 12 12 (a)
L (b)
= 2,2272 x 106 mm*
I_v: =0 apes Y o
R TELEE
] i
2. Lorsque I, = 0, I'équation 17.50a se simplifie et devient : i E
] | £
z { £
99, _ Yy Vi - S
dx 12 Iy E e = 61° i E
= 1,242 98 x 104y + 2,244 97 x 104 il '
L . T D

(N/mm3; y et z sont en millimétres)

AL S
76 mm —

(c)

= Ky + Kyz

3. On commence l'intégration a partir du point A (fig. 17.25c). Pour déterminer ~ Figure 17.25 Exemple 17.6. Section
le flux de cisaillement g en A, on utilise I'équation 17.56, soit fermée.
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Figure 17.25 (suite)
Section fermée.

Exemple 17.6.

ds
<t Ag 22
G 2

90 = ¢—§_ (c)
t

On détermine Aq a I'aide de I'équation 17.57 pour chacune des sections droites
AB, BC, CD et DA (fig. 17.25b) ; on a ainsi :

s do
G-+ J‘O ('t axx )ds *+ Gintersection (d)

en posant arbitrairement Gipersection = 0 @u point A.

Enfin, le flux de cisaillement en tout point est donné par I'équation (d), mais on
pose alors Giyersection = o au point A.

Le tableau 17.2 donne le détail des calculs, et la figure 17.25d illustre la répar-
tition du flux de cisaillement.

E

£

z

o o =
0,3 50 70 siim)
-1

-3

5, -5,10 N/'mm

03

140 0, g(N/mm)
{100
] {50
150 4
| G| = 5,11 ] {100
q(N/mm) / I — 0 140
03
5,10 N/'mm =
=0 E
s(mm) <70 50 ™N,03 =
1
3
5,10 5
E
£
z
(d) 3
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centre de

centroide cisaillement

(a)

r

A
b 4

fy -r-
a¥ ds
das

0z
=ds
% as

(b)

Figure 17.26 Centre de cisaillement.
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| o= w1 |
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L i |

L . . |

I |

L J
AY,

cc
B =

Figure 17.27 Pour une section
ayant deux axes de symétrie, le centre
de cisaillement est situé au centroide
de cette section.

NOTES : a) Le flux de cisaillement atteint sa valeur absolue maximale
(5,11 N/mm) au niveau de I'axe neutre.

b) A cause de la symétrie de la section, la répartition du flux de cisaillement est
symétrique.

c) La résolution de ce genre de probléeme exige beaucoup de minutie, car la
moindre erreur se répercute sur tous les calculs (tabl. 17.2).

17.9 CENTRE DE CISAILLEMENT!

La répartition particuliere du flux de cisaillement dans les sections non symé-
triques engendre un moment qui peut provoquer la torsion de la poutre, sauf si
le plan de chargement passe par un axe longitudinal qui, dans la section, cor-
respond au point appelé centre de cisaillement.

On détermine la position du centre de cisaillement de telle maniere que le
moment des flux de cisaillement soit équilibré par le moment des efforts tran-
chants. On peut effectuer la somme des moments par rapport a n'importe quel
point situé dans le plan de la section.

On choisit arbitrairement un point A (fig. 17.26a). A partir de 13, il s'agit de
trouver la position du centre de cisaillement (CC) par lequel doit passer la ligne
d’action de l'effort tranchant V', de telle sorte que le moment de celui-ci par
rapport a A équilibre la somme des moments dus au flux de cisaillement agis-
sant sur la section. Il faut donc que :

Eszjl Fxq ds (17.59)

0

Dans I'équation 17.59, les produits sont vectoriels. Si on récrit cette équation
en fonction des composantes en y et en z des vecteurs, on obtient :

S b} Jdz
eV, —e,V; = LO [rz a—i - a—s]q ds (17.60)

La figure 17.26b représente graphiquement et en détail les termes de droite de
I'équation 17.60.

17.9.1 Méthode de résolution

Pour déterminer les valeurs e, et e,, il faut procéder en deux temps, puisqu’on
ne dispose que d’une seule équation pour deux inconnues. Compte tenu du
fait que la localisation du centre de cisaillement est indépendante de I'intensité
ou de la direction de I'effort tranchant, on doit procéder comme suit :

1. Pour déterminer e,, on pose V, = 1 et V, = 0. Le flux de cisaillement est
alors (g),, et I'équation 17.60 devient :

g dy 0z
e = j (rzg - g)(q)y ds (17.61)

1. Nous préférons cette expression a «centre de torsion», qui préte a confusion.




2. Pour déterminer e,, on pose V, = 0 et V, = 1. Le flux de cisaillement est
alors (q),, et I'équation 17.60 devient :

So

oy ay oz
5 I (’:g = g](Q)z ds (17.62)
Cette méthode de résolution fait I'objet de I'exemple 17.7.

17.9.2 Centre de cisaillement relatif a certaines sections
particulieres

La méthode ci-dessus (art. 17.9.1) se trouve simplifiée dans les cas suivants.

a) Lorsque la section posséde deux axes de symétrie, le centre de cisaillement
coincide avec le centroide de la section (fig. 17.27).

b) Lorsque la section possede un seul axe de symétrie, le centre de cisaille-
ment est situé sur cet axe et une seule des deux équations 17.61 ou 17.62
est requise (a la figure 17.28 par exemple, seule 1'équation 17.61 est
nécessaire).

c) Lorsque la section est composée d’éléments droits qui convergent tous en un
seul point, ce point est le centre de cisaillement. On peut déduire de I'obser-
vation de la figure 17.29 que, dans les deux cas, le flux de cisaillement
engendrant un moment nul par rapport au point d’intersection, ce point est
le centre de cisaillement.

EXEMPLE 17.7

Déterminer la position du centre de cisaillement de la section illustrée a la figure
17.30a, cette section étant symétrique par rapport a I'axe des z. On connait
la position du centroide et le second moment de la section par rapport a 'axe
des z.

Solution

La section étant symétrique par rapport a I'axe des z, le centre de cisaillement
est situé sur cet axe. Par ailleurs, on sait que I, = 0.

On pose V, = 0 et V, = 1, et I'équation 17.50a devient :

va, "9y
ox I, (a)

Or,y = rsin Get I, = (m?t)/2. léquation (a) devient donc :

Jdo, _ 2sinf

ox writ (b)

[’équation 17.51 donne :
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[rsae

ce

L=

Figure 17.28 Pour une section
ayant un axe de symétrie, le centre de
cisaillement est situé sur cet axe.

\

cc

-

cc

Figure 17.29 Le centre de cisaille-
ment est situé a l'intersection des élé-
ments droits.
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(a)

t e, = dr/n ——l

Figure 17.30 Exemple 17.7.

(b)

1l

s
qs J‘ (-I do, )ds
S0 ax
0
= iz sin@ (rd6) = - cos6
nr? Jap nr

Pour déterminer e,, on utilise I'équation 17.61, soit

& dy oz
e = Lo (rz g =iy %J(q)y ds

ou :
r,=rsin @
r,=rcos @
ds = rd@
a_y =iic0sf
ds
-a—i = -sinf
ds
Donc :

- -n/2 mr
r/2 n/2
= 2 J cosf df = 21 sin@
T Jenf2 g -m/2
4r
e, = —
T

/2
e. = j (r cos?@ + rsin20) (10059 ]rd@

(d)

(e)

17.10 FLECHE DES POUTRES SOUMISES A UNE FLEXION

GAUCHE
Si on reprend les équations 17.33b et 17.33c¢ ainsi que 17.

— == (M,I +MI)=—1—ﬂ
Bt (1,1 sl At aaifilad BT,

ow _ A _ 1M
2 % E(Iylz 2 1)2,2) ( z[yv e My]z) E[[;z

35a,o0na:

M,

+ —,—] (17.63a)

F ] (17.63b)




Pour calculer la fleche d'une poutre soumise & une flexion gauche, il faut
résoudre les équations précédentes qui, intégrées chacune deux fois, donnent
les expressions des composantes de déplacement (fleches) v et w, respective-
ment, dans les directions y et z. La fleche totale de la poutre est donnée par

I'équation :
§ = v + n? (17.63c¢)

Le vecteur dest toujours normal a I'axe neutre de la poutre.

Nous proposons ci-dessous deux méthodes possibles de résolution pour ce pro-
bléme : la méthode de double intégration et la méthode de Castigliano.

17.10.1 Méthode de double intégration

Pour effectuer la double intégration des équations 17.63a et 17.63b, on em-
ploie les méthodes applicables aux poutres symétriques étudiées au chapitre 5
(fonctions de singularités, moments d’aires, etc.). On procéde en deux étapes.

1. On pose M, = 0 et on calcule les déplacements v, et w, dus au seul moment
M,. Les relations 17.63a et 17.63b deviennent alors :

v, M, Pw. M,
a?  EI 02 . EE, (17.64)

2. On pose ensuite M, = 0 et on calcule les déplacements v, et w, dus au seul
moment M, ; de la, on obtient (équat. 17.63a et 17.63b) :
2
Yy _ M, 9°w, _ M, i
2 ' 2 * J
ox El, ox El,
Pour trouver les expressions des déplacements totaux v et w de la poutre, on
superpose les résultats de ces deux étapes, soit

v=v,t+, w=w +w, (17.66)

NOTE : Lorsque les axes principPux de la section coincident avec les axes y et
zyonal, =0,donc [}, = o, [} = I, et I, = I, (17.67)

Les déplacements v, et w, sont donc nuls et, pour trouver la solution, il suffit de
résoudre le systéeme suivant :

v M, 9w M,

n?  El ax? | EI, (31680

Les équations 17.68 sont, pour chacun des plans de chargement, identiques a
celles relatives a la flexion symétrique (chap. 5).

17.10.2 Méthode de Castigliano

Si on néglige I'effet du cisaillement transversal, la seule composante de con-
trainte active en flexion gauche est g, la contrainte normale a la section. Selon
les équations 9.42 et 9.43, I'énergie de déformation est alors obtenue par
I'équation suivante :

Notions avancées de flexion
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1
U=—| c2dv
2£ ), °F (17.69)

En remplacant dans cette derniére équation la valeur de o, obtenue d’aprés
I'équation 17.35b, on trouve :

2
LI M
U=—l ,y+A/{z J-ysz
2Edo || 1y, I 4

2
M M M
+ M;+—{— Jzsz—Z ,y+1wf A{z + =2 || yzdA|dx
L AR i A o | P

yz y
Avec :
I, = J. z2dA Ij= f y2dA I, = j yzdA
4 A A
apres simplification, on obtient :
LY (MR M2 2My M,
= —_[ Wl = i (17.70)
2Edo| 1, I I,

Selon le théoréeme de Castigliano, le déplacement du point d'application d'une
force P est donné par :

L| M, (oM, /P L
gy 20 _ [_)(______v/ >] (f [petson],
P« o Er, 0 EI;

L
+J
0

Lexemple 17.8 récapitule les notions présentées dans ce chapitre.

¥

M, (3M./oP) + M.(3M, /aP)]d (17.71)
- X

EI,

EXEMPLE 17.8

Une poutre d’acier (E = 210 GPa) [fig. 17.31a] est soumise a un chargement
en porte-a-faux (fig. 17.31b). On demande de déterminer :

— la localisation de la ligne d’action de la charge P pour que la poutre ne su-
bisse aucune torsion ;

— la contrainte normale maximale qui agira dans la poutre ;
— la contrainte maximale de cisaillement longitudinal ;

— le déplacement de I'extrémité libre B de la poutre par deux méthodes, soit
I'utilisation du tableau 5.2 et la méthode énergétique (dite de Castigliano).

y




Solution
1. Calcul des propriétés de la section (app. A)

a) Pour le centroide (fig. 17.31c), on trouve :

(60x5x2,5)+[105x5x(5+%5-)]+(60><10x115)

X (60 x 5) + (105 x 5) + (60 x 10)

70,13 mm

__ (60x5x30)+(105x 5x2,5) + (60 x 10 x 30)
ol (60 x 5) + (105 x 5) + (60 x 10)
= 19,87 mm

b) Les moments de la section sont les suivants :

60x5 1053 x5 60x10°
+ +

I, =
B 12 12
+ (60 x 5)(2,5 = 70,13)> + (105 x 5)(57,5 — 70,13)°
+ (60 x 10)(115 - 70,13)’
= 3,152 x 105 mm*
5x60°  105x5% 10 x 60°
1, = + +

¥ 12 12 12
+ (60 x 5)(30 - 19,87)2 + (105 x 5)(2,5 - 19,87)2

3

+ (60 x 10)(30 - 19,87)°
0,522 x 10 mm*

.\
i
I

= = (60x5)(2,5-70,13)(30 - 19,87)

+ (105 x 5)(57,5 - 70,13)(2,5 - 19,87)
+ (60 x 10)(115 - 70,13)(30 -19,87)
0,182 x 10 mm*

d'olu

Ayl - 1_32

O~
- *
|
Il

0,511 x 106 mm*

~
I
Il

3,088 x 106 mm*

(b)

(c)

(e)
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= 60 mm -~

5mm

<_‘-IOmm

L Lol

120

mm

(b)
Figure 17.31 Exemple 17.8.
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y i
z = 19,87 mm — 10 I = M = 8,858 x 10 mm*
‘—.ID_{ mm z — = Oy (h) f
| »z
@ =1922° 105 mm 2. Centre de cisaillement
z o QXL Pour simplifier la détermination de la position du centre de cisaillement, on
B eytyy effectue la somme des moments par rapport a l'intersection F (fig. 17.31d).
y= 10,13 mm Ainsi, seul le flux de cisaillement qui agit dans la partie CD de la section contri-
L | bue a engendrer une torsion. Avec V, = 1 et V, = 0, I'équation 17.50a donne :
e =
5 mm

do, 1
= I -1,.z)V,
(c) ax Iylz L Igz ( yy yz ) )
= (3,238y - 1,129z) x 107 (i)
I« 57,5 mm »{
40,13 mm Le long de la partie CD, on a y = 44,87 mm et z = 40,13 — s (mm). Donc
1 £ ; 3 AV, =1 p)
£ . v Oy _ -6 3 3
: § 19,22 a—xx = (10 + 0,11295) x 10¢  (N/mm?) G)
3
= E H j~axe ) ' .
¥ ; Cutre [’équation 17.51 donne :
] s 20
= —t—= |ds
G d 613 Jo ( ox )
e, = 22,62 mm 52
¥ = -10(105+0,1129——2—]x10'6 (N/mm) (k)

Figaen 17,38 puile) Exemple 17.8. A partir de I'équation 17.60, on trouve les moments par rapport au point F

(fig. 17.31d), soit :

57,5
Vyez = .[0 7yl ds 0
ou :
r, = 112,5 mm
V,=1
On a enfin :
57,5
52 s3
e, =107 HIO? + 0,1129?Jx 112,5] = 22,62 mm (m)
0

Dans les équations (l) et (m), nous avons ajusté les signes par souci de confor-
mité avec la figure 17.31d.




3. Contrainte normale maximale

Ici, puisque le plan de chargement est vertical, M, = 0, et I'équation 17.38
permet d’établir :

th=A3 £ (n)

z

Alors (équat. 17.39), on obtient :

L, +1,% V{
yz z gﬁ e VB 07182 a 0,3487 (o)
Iy, tg B+ Iy Ly 0,522

tga =

a =19,22°

La figure 17.31c montre I'orientation de I'axe neutre. Les points les plus sollici-
tés sont le point D (traction) et le point G (compression). On utilise I'équation
17.34 pour calculer (0;) . ; puisque, ici, M, = 0, on obtient :

1
R (leyy - leyzz)
IyIz T dyz
1076
= - 3 (0,522y - 0,182z) M,
0,522 x 3,152 — (0,182)

-(3,238y - 1,129z) x 107 M,

(N/mm?; y et z sont en millimetres ; M, est en newtons-millimétres) (p)

Pres de I'encastrement, on a (fig. 17.31b) :

(M;) —=-5%15kN-m =-7,5%10® N-mm
max
Pour le point D, on trouve (fig. 17.31c) :
y =120 - 70,13 = 49,87 mm
z = -19,87 mm
Alors (équat. [p]), on obtient :
o, = -[(3.238 x 49,87) - 1,129 x (-19,87)] x 107 x (7,5 x 10°)
=137,9 N/mm? = 137,9 MPa (tension)

Pour le point G, on a (fig. 17.31c) :

= -70,13 mm
z=60-19,87 = 40,13 mm

Notions avancées de flexion
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d’ou (équat. [p])
o, = 2043 MPa  (compression)

4. Contrainte de cisaillement maximale

Le flux de cisaillement maximal se produit au niveau de I'axe neutre (point H,
fig. 17.31d). La distance FH est égale a :

FH = 67,63 - (57,5 - 40,13) tg 19,22° = 61,57 mm
On a alors (équat. [i]), avec V,, = 5000 N :
d0,
ool S (

X

1,619y — 0,564z) x 1073 (q)

Dans la partie GF, on détermine le flux de cisaillement a partir de :

B 00,
gs = _[0 (—ta—}is (r)

ou.
y = -67,63 mm
z=40,13-s (mm)
t =5mm

et s varie de 0 a 57,5 mm.
On obtient g, a I'intersection F a partir des relations (q) et (r), soit :
57,5

2
-5[1,619(-67,63)s — 0,564 (40,13)s + 0,564 [%]l x 103
0

qs

33,3 N/mm

Dans la partie FH, on a :
y=-6763+s (mm)
=-(57,5-40,13) = -17,37 mm
et s varie de 0 a 61,57 mm.

Les relations (g) et (r) donnent :

$ Jdo
J‘ [—f '—x)ds * Gintersection
0 ox

2
5 l1,619(-67,63)s - 1,619[%—) - 0,564 (-17,37)5]

qs

61,57

0
x 103 + 33,3
15,35 + 33,3 = 48,65 N/mm (s)




= N = 9,73 MPa

Tys =

g _ 48,65
t

5. Déplacement de I'extrémité B (tabl. 5.2)

Le déplacement de I'extrémité d’une poutre en porte-a-faux est donné par
(tabl. 5.2) :
L3
& e P

=35 (t)

En ce qui concerne cet exemple, on peut adapter la relation (t) aux équations
17.64 ; on obtient ainsi :

— i 2
" 5 ()
GoL% o 1

3k, (v)

Les signes de v et de w tiennent compte du fait que le déplacement résultant est
normal a I'axe neutre (fig. 17.31d).

D'apres les relations (u) et (v), et sachant que E = 210 x 103 N/mm? :

(5 x10%) x (1500)’
|V — = 8,67 mm
3x(210x 103)x(3,088>< 106)

(5 x10*) x (1500)°

w = = 3,024 mm
3% (210 x10%) x (8,858 x 10°)

La figure 17.31e montre le déplacement de la poutre.
Le déplacement résultant est :

=V +w? =918 mm
6. Vérification de la valeur de I'angle (fig. 17.31f)

tga = 2 = 2024 _ 3487
v 8,67
0..=:19.22°

Cet angle a la méme valeur que I'angle que fait I'axe neutre avec I'axe des z
(fig. 17.31d), ce qui démontre bien que le déplacement de la poutre est normal
au plan neutre de celle-ci.
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v = 8,67 mm —:%/‘:j l’

(e) w = 3,024 mm

l— a = 19,22°

Figure 17.31 (suite) Exemple 17.8.
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Figure 17.31 (suite)

Exemple 17.8.

7. Méthode de Castigliano

Avec la force verticale P = 5000 N, on peut déterminer le déplacement vertical
de la poutre. Introduisons aussi une force horizontale fictive Q = 0 a son extré-
mité, afin d’en déterminer le déplacement horizontal.

Les deux moments de flexion sont alors donnés par (fig. 17.31q) :

M, = Px et M, = Qx 0<x<L

En utilisant I'équation 17.71, on établit :

or -3 - [ 200

P Jo EL 0 EL;

El;

= J‘:l:%} dx + J.OL[(PE—E?Y)] dx +

*
Y

. J-Ll:My (M /oP) + M, (aM_v/aP)}d\.

JL{(QX)(I) + (Px)(O)}dx

0 2
PI3

*

3EI

5y = U L[My (aMy/aQ)} . JL[M: (aM:/aQ)] “

- E ~Jo EI;, 0 EI.
N Ll M, (9M./0Q) + M, (0M, /3Q) d
J.o N )
_ JL{M](,HJ'L[(P:()(O)][,HJ‘l(Qx)(0)+(Px)(x)}d\_
o EL, | Vdof BN 0 EI,, '
_ ey
© 3EI,

Ces résultats sont évidemment identiques a ceux que nous avons obtenus
précédemment.

17.11 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étudié un certain nombre de problemes intéres-
sants posés par la flexion. Dans le cas des poutres composées de plus d'un
matériau, nous n'avons fait qu’effleurer la question, nous limitant aux cas les
plus simples (flexion symétrique), puisque I'analyse du comportement des struc-
tures hétérogénes est une spécialité dont traitent déja de nombreux ouvrages
scientifiques.

i AR

e ST




Nous avons par contre étudié de fagon détaillée la flexion gauche a laquelle
sont soumises les poutres a comportement élastique. Comme nous 'avons fait
pour la torsion (chap. 16), nous avons montré ici la nécessité d’une telle étude.
En effet, il arrive souvent, en pratique, que la théorie simplifiée (chap. 4 et 5)
ne soit plus suffisante, méme dans le cas de poutres qui, & premiére vue, sont
soumises a une flexion symétrique (ex. 17.3).

Nous avons également étudié la répartition du flux de cisaillement dans les
poutres a parois minces avant de discuter du centre de cisaillement.
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