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Résistance des Matériaux -3-

Ce cours de résistance des matériaux a pour dbptapprofondir la mécanique des
solides élastiques, puis a partir de la mécanigsendilieux continus, nous introduirons la
théorie des poutres. Dans une premiére partie, émaserons la démarche qui nous permet
I'établissement des équations de la théorie desgso(une démarche similaire pourrait étre
utilisée pour les plaques et coques). Dans uneiél®ex partie, nous nous attacherons a
exposer les outils classiques de la théorie dedrgmuétude de cas simples, méthodes
énergétiques, ...etc...

La résistance des matériaux est un outil indisgdasa toute modélisation en calcul des
structures. Méme si d'autres méthodes (par exemegleléments finis) sont en général
utilisées, un calcul rapide de RDM permet de vérifes ordres de grandeur et de juger de
l'opportunité d'utiliser d'autres méthodes plus plaxes.

Ce polycopié est en perpétuel correction (quamd peends le temps). C'est pourquoi, je
serai reconnaissant aux étudiants de m'exposear soigigestion susceptible d'en améliorer le
contenu.
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RAPPELS DE MECANIQUE DES
MILIEUX CONTINUS

| - Cinématique

| - 1 Configuration, mouvement, déplacement, ...

L'espace physique est rapporté a un repére ortimndirect (O, &, &, &). L'ensemble
des particules ou points matériels constituantilemcontinu étudié, occupe a chaque instant
t, un ensemble de positions dans l'espace: c'eshliiguration du systeme a l'instant t, noté
ﬁ(t) (d'intérieurQ(t) et de frontier@Q(t)).

On introduit aussi la notion deonfiguration de référ_ence_c'est la configuration
particuliere du systeme a un instantixé. Souvent on prendf, = Q(0), et on parlera alors

deconfiguration initiale .
Toute particule \ de Q, est repérée par son vecteur posit¥ft) dans la configuration

de référence. Toute particule M d@(t) est repérée par son vecteur positiqt) dans la
configuration actuelle (a l'instant t).

é(X, 1)
Qo /\

°
M

X u(x, 1)

Configuration de référence

Configuration actuelle

a instant to
a Cinstant t

Figure 1

La position de chaque particule M sera donc déteeisi on connait sa position dans la

configuration de référence et une fonctibrnelle que:
x(t) = (X, t) @)

® définit le mouvement par rapport(®.61.€., &) Dire que le milieu est continu, c'est
dire qued est une fonction continue et biunivoque de X.

X et t définissent les variables deagrange

X et t définissent les variables dEuler

I.S.1.T.V.
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-8- Rappel de MMC

Le déplacement par rapport a la configuratﬁgu, a linstant t, de lparticule M, est le

vecteur
(X, t) = (X, 1) - X 2)

| - 2 Déformation

Considérons deux particules voisines X et X+dX.'iAstant t ces particules occupent la
position x et x+dx avedx(t) = (D()? + df(,t)—d)()?,t)

Par définition du gradient on écrit:

D% +aX,1)= o[, 1)+ Sk, thix + @(Hd)?”z)
Soit
d% = F(X,t)JdX avec F(X.t)= g#z(x t) 3)

F est une application linéaire qui fait passer dsplace vectoriel dans lequel peut varier

dX dans I'espace vectoriel ou varie a pridxi. Cette application linéaire, appeltmseur
gradient, permet donc le passage de la conflguramara la conflguratlonQ(t)

En notation indicielle,

0Xxy O0Xq; 0Xq
0X,; 0X, 0Xj3
0Xy, O0X, O0Xoy
0X,; 0X, 0Xj3
OX3 O0X3 OXg3
0X; 0X, 0Xj3

0 _ 0%
" ax X

T
I

j

* Transformatlon d'un élément de volume dV dﬁbsen un élément de volume dv daﬁét).

dv = det@jv

* Transformation d'un élément de surfadelS dansQ, en un élément de surface daDg).

==-T _
hds=detFF NdS

Le tenseur gradient décrit la transformation localevoisinage d'une particule donnée.
Afin de rendre compte des déformations, c'est @ de@s changements de forme autour de

cette particule, on s'intéresse a I'évolution dadpit scalaire de deux vecteurs matériels pris
respectivement dans les deux configuratitset Q(t).

Considérons trois particules voisines X, X+dX, X+dXprés déformations, elles occupent
dansQ(t) les positions respectives x, x+dx, x+dx'.

I.S.1.T.V.
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o 8%’ = (F(S(,t) di()[ﬁ?(i(',t)di('): (?‘T'fdxi ] [Eg;k dx’ ]

d'ou sa variation autour de la transformation

dx [ - X X =| 2k Xk g, |, ax
oX; oX’
soit ~
dx [eix’ - dX [@X' = 2dXedX’
en posant
=:%(F (X,t)E(X,t)—ij @)

L'application linéairet est appelédenseur des déformations Cette application est
symétrique mais dépend bien sir de la {@5@:, &, &) initialement choisie.

Autre écriture:

D'apres (2) et @

= 0X = du

F(X, t) =—(X,t) =1+ —(X, t

(X, 1) ax( ) ax( )
soit

—T —T J—
= 1 6u
=3 &(X t) (X t) (X t) (X t) (5)

m

Ou encore en notation indicielle
) (au auj LU aukj
i =

0X; 0X; 6X oX

| - 3 Cas des petites perturbations

Cette hypothése correspond au cagtgix, t)| et ou (X t)| sontpetits

En reprenant (5) et en ne retenant que les terfoedrel 1, on obtient:

—T
= 1| ou
Expp = _E a_X(X t) v (X t) (6)

OuU encore en notation indicielle
u; 6u
sij
6X 6X

I.S.1.T.V.
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-10 - Rappel de MMC
| - 4 Conditions de compatibilité

A tout déplacementi on fait correspondre une déformation On peut aussi se poser le
probléme inverse. Ce probleme est'glibbleme de compatibilité géométrique d'un champ d
déformation’ ou encoreprobléme d'intégrabilité d'un champ de déformation

Les conditions de compatibilité peuvent étre éeabtians le cas général, cependant nous
ne les établirons que dans le cas des petitespatitns.

Décomposons maintenant le gradient des déplacerapnige partie symétriqu:e et une
partie antisymétriqugc.

g—;(x,t) = £(X, 1) + (X, )

— =T
=_1| du ou 1( ou; 0u;
w==| —X, t)— (Xt == =L

2| ox 07 KV 2(axj axi]

Ona
Wijk = Eki,j ~Ejk,i
soit en dérivant une nouvelle fois
wij,k| :(‘l:ij,|k 0 i,j,k,l dans {1,2,3}
O, J K 1€ 10 + €, —€ik, i —€j1,ik =0 (7)

Réciproquement, & vérifie (7), alors les formes différentielles
doyy = (g4 — €k, Joxi
sont exactes; elles permettent donc de constrelin:hzhmpa de tenseur antisymétrique.
On vérifie ensuite que les formes différentielles
du; = (e + & Jaxe _
sont exactesl'ou la possibilitéle construirenchamp de déplacemeatX,t) défini dansQ,.

I.S.1.T.V.
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Il - Sthénique

Il -1 Forces

Elles résument les effets mécaniques, autres quéEmeitiques, exercés sur le milieu
continu considéré par le reste du domaine physigear schématisation a chaque instant
repose sur la définition d'un champ de vectét@x,t) et d'une mesure positivg définis sur
la configuration actuellé_)(t).ab(x,t) est une densité de force pour la mesore

* Si w est une mesure de volume, alofs(x,t) est une force volumique (densité
volumigue de force) définie dafXt) de la configuration actuelle, par la fonction

f: x0Q(t) - f(x,t)0 O°

* Si w est une mesure de surface, a@r(sgt) est une force surfacique (densité surfacique
de force) définie sWWQg(t) de la configuration actuelle, par la fonction

F: x00Qg(t) - F(x,ty0 03

*...etc...

* Les forces sont définies sur la configurationuadie.

* A un instant donné et en un point donné xaf&t), on ne peut imposer a la fois le
déplacement et la force !. Mais I'un des deux éwé imposée. On no@Qg(t) la frontieére ou
la force est imposée, éQy(t) la frontiere ou le déplacement est imposé. Dansas des
appuis mobiles, les composantes non imposées ciiggreaent le sont pour les forces

* Le monde extérieur au milieu considéré doit, pouposer le déplacemettﬁ(t) au bord
o0Qu(t), exercer des forces que nous noterét{x,t). Comme elles sont a priori inconnues,
nous les appelleronmgactions pour éviter de les confondre avec les autres $oqee, elles,
sont données.

[l - 2 Contraintes

Il - 2.1 Notion de Vecteur-contrainte et tenseur de contraintes
Soit un corps (C) en equilibre par application d'un
systeme d'actions mécaniques extérieulreagi-nons
gu'unesurfacex divise (C) en deux partigs) et (2). La
partie (1) est en équilibre sous les actions mécaniques
extérieures qui lui sont appliquées et les actions
mécaniques exercees par la pagtie Nous admettrons
que sur chaque élément de surfazeld, (2) exercesur
(1) une force dT:(x,t,ﬁ)l,z de densité superficielle
T(x,t,7) .

dF(x,t,i) 5 = T(X,t,A)dZ (8)
T(x,t,i) est levecteur contrainte au point x, relativement & la facette définie par son

I.S.1.T.V.
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-12 - Rappel de MMC

vecteur normah.

La densité surfacique de forces exercées en x déperx, t et aussi de l'orientation de la
surfaceZ au voisinage de x. Elle est linéairement dépemdaetn. On introduit alors
I'applicationczf telle que:

T(x,t,R) = o (x, HA 9)
L'application c:J(x,t) s'appelle ldenseur des contraintes de Cauchgn x a l'instant t; il
caractérise, dans la configuration actuelle, légresf intérieurs de cohésion exercés sur une

partie du solide a travers I'élément de surfade.

Il - 2.2 Autre écriture du tenseur des contraintes
En utilisant la remarque du 8I-2 pour exprinnetX en fonction deN dS, (8) devient:
dE{(x (X, 1), L A(N, 1)) = TRI(X XIS
ou Tl est le tenseur
.t NOD® o A LN)=TI(X,)N 003
défini par
M(X,1) = (deF)oF
Cette application IinéairE(X,t), définie pourX Dﬁo, s'appelle lgremier tenseur des
contraintes de Piola-Kirchoff en X a l'instant t; la composarfig est la ¥™me composante du
vecteur contrainte exercee sur la déformee d'uréacgu unité, normale &, de la

configuration de référenc@n prendra garde au fait que le tensellr n'est pas symétrique.

Si maintenant on cherche le vecteur "force de dohésdans la configuration de référence

dF (Xt N)=F (X HAF(X(X, . (R, 1) = SN(X WS

ol S est le tenseur défini par

S=F n
Cette application linéair&(X,t), définie pourX Dﬁo, s'appelle lesecond tenseur des
contraintes de Piola-Kirchoff en X a l'instant t. Attention, sa composanjen&stpas la

iieme composante du vecteur contrainte exercée surféandée d'une surface unité, normale a
€;, de la configuration de référence, mais seulerfeeritme composante de son transporté

dans la configuration de référence.

Selon le jeu d'écriture adopté, on a donc troisrij@sons des contraintes:

o =lde®) TIF ={deF| FF' (10)
(o] TIF ={ter]

I.S.1.T.V.
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Il -3 Equilibre

Il - 3.1 Le Principe des Puissances Virtuelles
Pour schématiser les efforts mis en jeu, il estmode d'imaginer des mouvements fictifs
(ou virtuels) et d'analyser le travail ou la purssaqui en résulte. Par exemple, pour évaluer
les forces de gravité agissant sur un objet, ohipgaginer de le soulever (mouvement virtuel
de bas en haut).

[1-3.1.1 Le Principe des Puissances Virtuelles (@&en 1972)
Un milieu matériel étant isolé, on peut distinglesr actions extérieures qui agissent sur le
milieu, des actions intérieures qui représententitésons existant entre toutes les parties du
milieu.

Axiome d'objectivité
La puissance virtuelle des efforts intérieurs ags®a tout mouvement rigidifiant est nulle.
Axiome d'équilibre
Pour tout milieu matériel repéré dans un référdraiesolu, a chaque instant et pour tout
mouvement virtuel, la puissance virtuelle des gtestl'accélératior] ], est égale a la
somme des puissances virtuelles des efforts intérjg et des efforts extérieufge.

[1-3.1.2 Position du probleme
/ F Soit un milieu continuQ(t) d'intérieurQ(t) et de

frontieredQ(t). Isolons maintenant un domaiaé)

de frontieredZ(t) intérieur a Q(t), et soitn la
normale en un point dé (t). A un instant t fixé,

un mouvement virtuel défini par une vitesse
virtuelle dv est appliqué &(t). Cette vitesse est
supposée continue et continOment dérivable sur

S(1).

[1-3.1.3 Puissance virtuelle des efforts intérieurs
Pour déterminer la puissance virtuelle des effortérieurs nous ferons les hypothéses
suivantes:
* [T, admet une densité volumique p
M =[ffs p;dx

* [T est en chaque point une forme linéaire des valemrsce point dedv et de ses

dérivées premiéeres:

I.S.1.T.V.
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En décomposant le gradient des vitesses virtuellesine partie symétriqu@ et une
partie antisymétriquéW :
adv

IV _5D+dW
0X
— 13w oov ddv; 0BV
dw=1{ 9V _oov 5Wij=l Lt P
2| 0x OX 2\ 0x;  0x;
— 1l 3anv Ane 66v
sD=1| 90,00V 6Dij:1 00V
2l ox 0Xx 2| 0x; 6x
la densité volumique des efforts intérieurs devient
pi = Aj dvj + Bjj dwjj - Ojj OD;; (11)

Le premier axiome du principe des puissances Viesi@npose que pour tout mouvement
de solide rigide la puissance des efforts intéseait nulle. D'ou:

- Soit un mouvement de translatidv. # 0, 3W=0 et 5D=0
alors

M =[[Js p;dx=][f; A [dvdx=0 O0Y dansQ
soit A =0 [V, ouencoreéA =0
- Soit un mouvement de rotatiodv = O, 3W#0 et 3D=
alors

M, —”J. p; dx = ”J. 00X dansQ

soit B 6VV—OD6W ou encoref% :6

OII

Donc en définitive:
M; = fJ; o:6Ddx (12)

On peut montrer que le tensearintroduit ici correspond bien au tenseur des contes
de Cauchy exprimé au 8l1-2.1.

[1-3.1.4 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs comprennent
- des efforts exercés a distance par des systexi@seears aQ, supposés définis par une
densité volumique de forcds
- des efforts de cohésion schématisés par unetdensfacique de force suroy’
M o=ffs f [BVdx+[J5 T [BVdx (13)

I.S.1.T.V.
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[I-3.1.5 Puissance virtuelle des quantités d'acaétin
Siy est l'accélération gtla masse volumigque de chacun des poinfs,daors
M5=]]f; py [ovdXx (14)

Il - 3.2 Application du Principe des Puissances Viuelles
En application du Principe des Puissances Virtsaleobtient:
— [[Ts 5:3Ddx+]Jf f [BVdx+{[;5 T [BVdx=([]; py Budx (15)

Pour exploiter le fait que (15) est vérifié pouattanouvement virtuel, nous allons faire
apparaitredv dans chacun des termes.
En appliquant le théoréme de la divergence, le @et@arme devient:

— f, :8Ddx=- [, ;%dx:— Il & 0B Ridx+{[f, div, o [Bvelx
Soit:
(I35 ('T'—c_r [fﬁ):édeﬂ”z (F +divx6—pv) Bvdx = 0015V
Ou encore
f+div, o=pydang
vy Py a5
T=0 i sun
Il - 3.3 Equilibre

En considérant les développements du paragrapbédmét et en se ramenant au domaine

Q(t), nous pouvons donc écrire les équations ddgeild'un solide soumis a un champ de
forces extérieures dansQ(t), a un champ de forces extérieuffes sur 0Qg(t) et a un

déplacement imposlfée suroQy(t).

Dans la configuration actuelle:

f (x, t)+div, a(x, t)=00xQ(t) (17)
o(x, 1) CRi(x, t):{lfe (% )EXCDQe(Y) (18)
R(x, t) Ox0Q; (1)

Dans la configuration de référence:
De méme, si on notdy, Ry et Fy les densités volumiques et surfaciques de forces

mesurées dans la configuration de référence:
fo (X, t)+divy M(X, t)=00xQ, (19)

I.S.1.T.V.

www.GenieCivilPDF.com



-16 - Rappel de MMC

Fo (%, 1) OXOX 1(0Q (1), 1)

Ro (X, 1) OX0Qqy

(X, ) IN(X, t)={ (20)

Il - 3.4 Cas des petites perturbations
Reprenons (17), en I'exprimant en fonction de X

60i-
£, (x(X, 1), ) —2 (x(X, 1), )=00x (X, t)IQ(t)

an

00 oX
f(x(X, 1), t F—2L (X, t)—K (X, )=00X[Q
OG0 GO0 0

- S . OX = du
Or X(X,t) = X + u(X,t) soit —(X, t)=1+ —(X, t
(X,1) (X,1) ax( ) ax( )
On peut donc écrire I'équation d'équilibre soustme

_— _1
00j; = du
f.(x(X, 1), th—2 (X, 1) 1+ =——(X, 1) | =00XQ
(XX, 1) )axk( ){ I~ )L 0
Sous I'nypothese des petites perturbations, onglexs écrire:

— _1 pr—
= oJu = du
1+ —(X,t) | =1-—(X,t
{ o ( )} 2 6D
soit

9 1yt~ oy gy
fi (X(X,t),t) + axk (X,t) Lélk - ax] (X,t)J— 0 0 X DQO

Enfin, en ne retenant que les termes d'ordre Qyrésavoir effectué un développement de
fi au voisinage de X, on obtient:
60ij
fi(X, t)+K (X, t)=00X[1Q,

j
soit

f (X, t)+divy (X, t)=00x1Q, (21)

Le raisonnement qui a permis de remplacfeéx(x,t),t) par f(X,t), permet aussi de
remplacerF, (x(X,t),t) par F;(X,t) et R(x(X,t),t) par R(X,t). Donc, comme condition sur la

frontiére on obtient:

Fo(X, ) OXO0Q e

R (22)
R(X, t) OX0Qqy

o(X,t) IN(X, t)={

I.S.1.T.V.
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Il - 3.5 Autre approche
On utilise la loi fondamentale de la dynamique sjipule que :
le torseur dynamique, qui est la dérivée temporelle torseur cinématique est égal au
torseur des actions extérieures
Ce qui se met en équations sous la forme suivantéappliquant au domaine d ‘étudle
oV dx = ], T dx+ 1  ax
4. o - (23)
amzowl Opv dx = [[,, OMOT dx + [[[, OMOf dx

Par application des propriétés de la dérivée paaiie on peut écrire pour tout vecteur

1,6 dx= +m{ +div(pbU] v)j dx

puis en utilisant le fait que pour tout vectegrst b
div(aO b)= Oalb+ "a divt
on peut développer sous la forme

e = [ %22+ bt v e

b = 1%+ b oy Cp 0 e b

%ﬂjzpﬁ dx=[ff; p{%’ +0 bDT/j T{% +0pOv+p div”vj] dx
Par définition de la dérivée particulaire :
< {1, b ox= m{p%b+ LEX du»pvj} dx
Donc, grace a la conservation de la masse
_+divp\7—((jj—+pdivv:0 (24)
et la définition du vecteur contrainte (8), la prera équation de (23) devient :
S, pY cbe= 1, p 5 = [l pY dx= I, 0 ces [ F

et par application du théoréme de la divergence

ilpvdx = [ divo dx+ [f, T dx
On retrouve donc bien la forme locale de la coreg@ym de la quantité de mouvement :
divo +f = py (25)

I.S.1.T.V.
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Il - 4 Quelques propriétés du tenseur des contraims

Le tenseur des contraintes est un tenseur symétrigans tous les développements a
venir, nous nous placerons dans le cas des pptrdgrbations pour un solide en équilibre.
En conséquence, nous omettrons les variables. x et t

Il - 4.1 Contrainte normale et contrainte tangentidie

Considérons une facette de normaleTout naturellement, le
vecteur contrainte T(n) peut étre décomposé en une
composante normalg, et une composante tangentidlle

6,,=T(R) B=n o [

||r||:tJGm)2—(ﬁa?m)2

On dira queo, est positive en traction et négative en comprassio

Il - 4.2 Directions principales, contraintes princpales
La matrice représentant le tenseur des contraietss symétrique, elle est donc
diagonalisable. Les valeurs propres sont réelleppeléesontraintes principales (oy, oy,
oy). Les vecteurs propres, orthogonaux deux a deari es directions principales
(A,,A,, Ay, ). On a donc:
o, =T (Ay) 0,00 =T (A ) By .0y =T @y ) Ty

Il - 4.3 Invariants
Le tenseur des contraintes posseéde trois invar@éfiais mathématiquement comme les
coefficients de I'équation caractéristique(?h)‘e& a '1). C'est a dire les quantité scalaires:

5, =Tr(0) (27)
I D S

Z“—E{Tr(o) -Tr(o )} (28)

%, =Det(o) (29)

Exprimés en fonction des contraintes principalesplatient
2, =0 +0) +Ooy
2| =0y Oy +0y Oy + 0y O
21 =0, 0y Oy

Il - 4.4 Cercles de Mohr
Connaissant le tenseur des contraintes on se propose de déterminer le domaine
engendré par I'extrémité du vecteur contrainte duanvarie. Par commodité, nous nous

I.S.1.T.V.
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placons dans une base orthonormée dirigée susudidections principales @& Soit

ng oo 0 O
L = 2,12, 02
n=n,.eto 0 o, O [aven;+n5+n3=1
N3 0 0 o3
et
N0,
T: n,o,
N303

D'apres (23)

Op =0 nf +0y ng +0y, n%
et d'aprés (24)

T’ +07 =07 nf + 03 N3 + oy N3
Dans I'hypothése ou les contraintes principaleg slistinctes, on obtient alors apres

résolution du systéme:
12_T2+(0n_oll)(0n_olll)
(0,-0y)(0,—0oy)

n2_T2+ (0,—0))(0n—0y)
(0 =0,)(0y—0y)
2_T2+ (0,-0))(0n—0y)
(o —oy)(oy—oy)
Si on ordonne les contraintes principales de talée queo, = 0j = oy , alors
14+ (0,-01)(0 0y )20

1°+(0,-0,)(0,0, )<O

1°+(0,-0,)(0,—0} )20

ou encore

5 ay+o V2 (o —=0y )2

I "{O-n I |||j 2( I |||j (30)
2 2
N 2 B 2

T2+[Gn_<5| c’nlj S(ol cy|||j (31)
2 2

2 a,+0, \2 (0,-0y )

I "{On | ||j 2( | ||j (32)
2 2

Dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur cantea d'aprés (31), est donc intérieure au
cercle centré surd) d'abscisseq + oy;)/2 et de rayond, - oy,;)/2. Par contre, d'apres (30)
(res. (32)), I'extremité du vecteur contrainteeedérieure au cercle centré sur,@'abscisses
(o +on)/2 (resp.¢, +0,)/2) et de rayond, - oy)/2 (resp.¢, +0y)/2).

I.S.1.T.V.
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Description des Cercles principaux:

Nous allons étudier la description du grand CedeleMohr. Les facettes concernées sont
paralleles a la direction associée a la contrainteipaleo,.

On constitue avec les directionsiiil  un triedre direct
. . (0,¢,€,,€,), la normalen de la facette évoluant dans le plan |
! 1o 1.
? Et on définit l'angled = (1,ii), et le vecteurt tel que {@,t,Il) soit
direct.

On a alors

n=CodPe, +Sindg,,
et

T=0| CO£é| +0||| Sineém
En utilisant les formules de changement de bas®©d&g,&,,.¢,) a (i, t,Il), on a donc

n_0|+0||| +917%1 008
2 2

1=-217% 5jn2g
2

At

Lorsque la facette tourne autour de la direction de
la contrainte principale g5 d'un angle donné,
+ — .
% o I'extrémité du vecteur-contrainte tourne sur le ade
| )
il >»% de Mohr d'un angle double dans le sens opposé
-2 (autour du centre du cercle).
?
1.S.1.T.V.
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lll - Loi de Comportement pour les solides élastiges

Pour déterminer I'évolution d'un systeme déformableus avons déja déterminé les
éguations de la cinématique et de la sthéniqueesAéquations, il est maintenant nécessaire
d'adjoindre une relation supplémentaire reliant kfforts internes et les grandeurs
cinématiques. Cette relation, appelé@s de Comportement dépend du matériau considére.
La construction d'une loi de comportement est basédes observations expérimentales.

Dans ce chapitre nous exposerons le modele de ctenpnt des matériaux élastiques,
sous I'hypothese des petites perturbations.

lIl - 1 Approche expérimentale: essai de traction

Pour effectuer un essai de traction simple sur un
meétal, on utilise une éprouvette cylindrique

caractérisée par:

- des extrémités surdimensionnées

- des congés de raccordement (pour éviter les
concentrations de contrainte)

4 - une partie médiane cylindriqgue dans laquelle le

80/70 ‘ Lo L champ de contrainte est supposé homogene, de
traction simple parallelement a I'axe de I'éprotevet

E ) L'essai de traction consiste a enregistrer I'éiamiut
J de l'allongement relatif de la longueur initialg én

(

fonction de la force de traction F, ou du rapport
F/S), ou § représente l'aire initiale de la section de
I'éprouvette.
A B Lafigure ci-contre représente telenregistrement pour un
S, acier inox. On remarque alors les propriétés st@sn
- Lediagrammestindépendandelavitesse dehargement
0o - La partie OA du diagramme est réversible. Si barge
jusqu'a un niveau inférieuray, alors la décharge décrit la
méme courbe OA.

2L - La partie réversible est linéaire
- Si on effectue un chargement au dela du s&yjilpuis

une déchargel'éprouvette présente une déformation
permanente.

I.S.1.T.V.
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La partie réversible du diagramme de traction est, définition, représentative du
comportement élastiquedu matériauog est la limite initiale d'élasticité du matériaua L

linéarité du segment OA caractérisetanportement élastique linéairedu matériau.

lIl - 2 Loi de comportement élastique linéaire (erHPP)

[l - 2.1 Forme générale
A partir des observations expérimentales on petiteéque les contraintes dépendent
linéairement des déformations. En I'absatieBetsghermique et de contraintes initiales on a:

o(x,H)=C(X)E(x,1) (33)

E est un tenseur du quatriéeme ordre, dont les coampes sont les coefficients d'élasticité
du matériau.
;i (X, 1)=Cijj €9 (X, 1)
En utilisant les propriétés des tenseurs de conér&it de déformation, on peut montrer que:
Cik =G G =Gjik G = G
Le tenseurfi, dont la matrice représentative comporte 81 corues, ne dépend donc
plus que de 21 parameétres indépendants.

[l - 2.2 Matériau élastique homogéne isotrope

Toutes les directions sont équivalentes, de taleesque la loi de comportement est

invariante dans toute rotation de la configuratimn référence. Ce modeéle s'applique a la
plupart des matériaux: acier, béton, ...

Si la configuration est libre de contraintes, alarki de comportement s'écrit:

O=ATr(e)1+2ue (34)

Oou encore en notation indicielle
Ojj =N Oy +2HEj)

Les coefficients matériel et u, qui dépendent de la particule considérée, sqmelap les
coefficients de Lamé Leur expression en fonction aoodule d'Young E et ducoefficient

de Poissorv, est
E VE

p= eth\= ou
2(1+v) (1+v)(@-2v)

3\ +2 A (35)
g HEA+2W
A+U 2(\ + )
avec, en inversant (34)
= v_ == 1tv=
=——Tr(ol+——o 36
= (o) = (36)

I.S.1.T.V.
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Il - 2.3 Matériau élastique homogéne orthotrope
Le matériau posséde trois directions privilégiéesixda deux orthogonales. La loi de
comportement est invariante par les symeétries ggguart aux plans orthogonaux construits a
partir de ces directions. Dans ces matériaux, o gasser les tbles laminées, les composites
tissés, le bois, certains bétons structurés, ...
Dans ce cas on montre que la matrice de comportersndéfinie par 9 parameétres
indépendants. Dans le repére principal d'orthogrdpiloi se met sous la forme:

i ~Vi2 Vi3 0 0 0
Eq Eq Eq
“Vp; 1 -V
—e= 0 0 0
€11 E, E, E, 011
€22 ~Va1 —Vzp 1 0 0 0 022
€33 || Eg = Ej O33 37)
2¢15 0 0 0 1 0 0 O12
2¢ 53 Gi2 . Ou3
2813 0 0 0 0 G_ 0 013
23
1
0 0 0 0 0 G_
L 13

Avec les conditions de symétrie
Vio _Vo1 Vi3 _Va1 V3 _ Vo3
B, BE B E B B

[l - 2.4 Matériau élastique homogéne isotrope trasverse
Un matériau homogéne isotrope transverse est &ll@unatrice de comportement est
invariante par toute rotation autour d'un axe pgie. En utilisant cette invariance, on
montre que seuls 5 parametres indépendants casaotde comportement. Si I'axe est porté
par la direction 3, on a alors:

i ~Vi2 Vi3 0 0 0
Eq Eq Eq
“Vpr 1 —vg3
—s — 0 0 0
€11 E, E, E, 011
€33 || Es Es Es O33 (38)
215 0 0 0 1 0 o |92
2823 GlZ 023
2¢13 0 0 0 0 Gi 0 ||0g3
13
1

I.S.1.T.V.
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[Il - 3 Théoreme de superposition

Si (U,f,F) et (V,8,G) sont deux jeux de données engendrant respectivetasrsolutions
U etV, alorsaii+BV est solution du probléme de donnée®) + BV af +Bg,aF+pG . )

[Il -4Critéres de limite d'élasticité pour les matériauxisotropes

Les criteres de résistance que nous allons dégpiresentent des valeurs limites pour les
contraintes maximales, et permettent de ce faitgdeder un caractere élastique aux
déformations.

[l - 4.1 Critere de Tresca

Il consiste a considérer de maniére indépendargetrtes contraintes de cisaillement

maximal du tricercle de Mohr. Soit en fonction destraintes principales

SUFﬂGI -0y ||o,—oy||oy —oy, |}500 (39)

Il - 4.2 Critére de Von-Mises

\/%((Gl 0y )2 +(0, -0y ) *Hoy -0y )2)500 (40)

Oou encore

1 2 2 2 2 2 2 )
\/E((Oll‘czz) +(0117033) H(0 22— 033) +6(01," + 013" +0937) <O

[l -5Thermoélasticité

Tout solide soumis a un écart de température cheaxcte dilater s’il le peut. S’il ne peut
se dilater, alors il y a apparition de contrairdiées « d’origine thermiques ». Ce phénomeéne,
pour des écarts de températdifefaibles par rapport a la « température de repdsasiuit par
une loi de comportement dans le cas général sdostee:

5(x.1) = C(x) :(E(x,t)—EaT) (41)

ol o représente le tenseur anisotrope des dilatation®J®).

Pour plus de rigueur, nous invitons le lecteurear&férer au polycopié du cours de
Mécanique des Milieux Continus.

Dans le cas ou le matériau est isotrope la loireplgie en :

o= ATr(e)l + 2pe-a(d+A)dT1 (42)
Et la relation inverse :
e= Y@l + VG +asTl 43)
E E
1.S.1.T.V.
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THEORIE DES POUTRES

A partir de ce chapitre, on utilise les hypothésess petites perturbations, du quasi-
équilibre et de I'élasticité linéaire isotrope.

| - Définitions, hypotheses de Bernouilli

| - 1 Définition d'une poutre

On appellegpoutre le solide engendré par une surface plane dordgrige de gravité décrit
une courbey, la surface S restant normale a cette courbe; avec

* La courbey est appelékgne moyenneoufibre moyenne

* La surface S est appel@ection normale

* Le rayon de courbure en tout pointydoit étre grand par rapport aux dimensions de S

* Les dimensions de S sont négligeables devawinigueur de la courbe

* Les variations de forme et de dimension de S elti\étre progressives

| - 2 Notations

Considérons une poutre rectiligne de section demtestante et de longueur ¢.dans la
configuration de référence. A cette configuratierréférence on associe le repére orthonormé
direct (Og, &, 3), tel que :

* O est un point d'une section extrémité de la mostir la fibre moyenne
* @, est le vecteur unitaire porté par l'axe de la @out
* €, est un vecteur unitaire dans le plan des sectovites, de préférence paralléle a un

axe de symétrie de S (s'il en existe un)
A°?
() () &
/ ) T
83 S

On note S(X) la section droite d'abscisse.XDans la configuration déformée, le point
courant de la fibore moyenne déformée>€(§(1),

* le vecteur unitaire tangent a la déformée deédeefmoyenne

I.S.1.T.V.

www.GenieCivilPDF.com



- 26 - Théorie des poutres

- = = _l
t(Xl)zaF(Xl)élave(a:HF(Xl)él

* Le plan P(X%) tangent em(Xl) ax(S(f(l)), défini par le poink()?l) et les vecteurs
= . — — -1
F(X, *3et|52(x1)=bF(x1)ézavem=HF(x1)é2H
* Le vecteur unitaireél(xl) normal a P(X)
* Le vecteur unitaireEx(X,) tel que (x(X1),E1(X1).E»(X1),E5(Xy)) soit un repére

orthonormé direct.

On noterat(X)=u(X,X5,X3 )le déplacement de la particule X, &X,) celui de la

particule située sur la fibre moyenne.

| - 3 Hypothese de Bernouilli

Le caractere linéique de la géométrie des poutadts gu'on s'attend a ce que les
phénomenes prépondérants soient essentiellemaituidimaux. On ne s'intéressera donc pas
aux déformations de sections droites. On énorms ls hypothéses de Bernouilli

(i) Les sections droites restent planes

(ii) Les sections droites se déforment libremennhddeur plan

(i) La variation des déformations de la sectioe long de la poutre est trés petite

Remarques:
* D'apres (i) on peut confondre P{Xet x(S(>))

* Le déplacement de la section droite peut étreéssmté par un vecteur translation (par
exempleli(X;) et par un vecteur rotation (par exemple le vectetation w(X;) du repére

(X(X1),E1(X1),E2(X1),E5(X1)) par rapport au repe(®, &, &, &;).

* Le déplacement d'un point courant de la sectionsiérée, di a la déformation de la
section, est donc de la forme
V2 (X)E,(X1)+V3(X)E3(X4)
les fonctions y et s sont nulles en X et d'apres (iii) leurs dérivées vet 5 1 petites

I.S.1.T.V.
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devant y, wy et y; , w 1. On peut donc écrire:
OXOS(X,) T(X)=0(X,) +6(X,) OX X +v {X) E {X ) +v (X) E (X ), (1)
L'hypothése des petites perturbations fait quedesposantes;uv;, etw sont petites; ceci
implique queﬁz (X,) estde la form&, + n, ainsi queﬁs(xl).
Si on explicite (1) dans la bagé;, €,, &) en ne retenant que les termes d'ordre 1, on
obtient:

Uy (X 1)+, (X1)X 3-03(X1)X »

OXOS(X1)U(X)=y Uz (X1)=0 (X1)X 3+V5 (X) (2)
U3 (X)) (X)X 5 +v3(X)

On remarque alors, en ne retenant que les termelel’l:

- ﬁ(xl)éz et x(X,) x(X,1,0) sont égaux et unitaires, donc égat&za

- E(xl)ég est unitaire et orthogonalﬁ(xl)éz

Par contre,
G_:(Xl)él)[ﬁli(xl )é2)=u 21(Xq)=w(Xq) +---
(T:(xl)él)[ﬁrz(xl )é3)=u a1 (X)+0,(Xq) + -

Donc en général la déformée d'une section droite est pas, au second ordre pres,
orthogonale a la déformée de la fibre moyenne.

Il - Déplacements et forces généralisés

La géométrie des poutres fait que les sollicitatiextérieures peuvent étre considéerées
comme données

- soit sur une partie de la surface Iatéradé;P(ifl] ndS id{o,...,J} avecxf:O etxf:L

- soit sur les sections extrémités

- soit sur des cercldd = { X1}00S

Il - 1 Déplacement généralisé

Afin de bien distinguer le déplacement du miliemtoau de celui de la fibre moyenne, on
note

t(X,.00)=t'

D'apres (2), se donnar satisfaisant a I'hypothése de Bernouilli équivause donner
uP=@@", %)

On appellera Ule déplacement généraliséle la poutre.

I.S.1.T.V.
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Il - 2 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Soit du une vitesse virtuelle de déplacementf)ann systéme de forces extérieures, c'est a
dire le couple f,IE) densité volumique de forces et densité surfacitpiforces. La puissance

virtuelle des efforts extérieurs s'écrit alors:
M eyt (80, @)=[[, f [BUdX+(]5, F [Budx
ou encore
o J2Xiu - J-1Xj+1 ~ J
MexG0O=F | (JisF Budxx; +> | (jFEBdejdXﬁZ [ Biidx
i=1 X; i=1 X; \0S i:lri
Soit duP = (6Df,6(1)) une vitesse virtuelle généralisée de la poutreassbcions lui la
vitesse virtuelle de déplacement
duy | [dud 0 SU, + 86, X, — 86 X ,
BU(X) = 3 (X;) +86(Xy) OX X = &Y, p+180d,0 05X r =4 &-3X 4
duy| |8, | | X, du', +8u X,

et en utilisant la propriété du produit mi>(t(éDB) [€=alb Dé)), on a finalement
Mo = 378 17 e [ F o ax
i=l x; as
+ TSR O dx + [XX Fax o, 3)
i 0S

ia 5

+
'M(_n

{mf (X)) O Fdx+ 8m(X,) [ X X OF dx}

i=1

Il - 3 Forces généralisées

En posant
(X, =[If dx + [Fdx F = Fdx
0S r
¢"(X) =[I XX Of dx + [X X [Fdx C'=[XX OFdx
0S r
Soit
- J , :
Mt (80, @)=t (8P, 07)=lp 8" (X1) (' (X)lXy+ 280" (X1) (4)
1=
avec cp'O:(cpf DL CDJ)et(pf :(ff & ),CDi :(Iﬁ:i c )
On appelleg force généraliséeappliquée & la poutre. Cette force est constituéeed

densité linéique de force généralisderépartie le long de la fibre moyenne et de forces
généralisée concentréds
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lll - Déformation et contraintes généralisées

lIl - 1 Déformations généralisées

D'apres (2) en utilisant I'nypothese des petitetugsations, et en négligeant les dérivées
de » et \,0n obtient

Uil + COZJ_X 3~ (1)3,]_)( 2 Sym Sym

1
€= 5 (ufz;L — W X3~ co3) Voo Sym (5)

%(Uf:sl WX +002) %(Vz,s +V3,2) Va3

En introduisant alors les six quantités
(X 1):U§,1(X 1) X1(X1)=041 (X1)
a, (X 1)=Uf2;L(X 1) ~W03(X1)  X2(X1)=021(X4) (6)
ag (Xl):uf&]_(xl) +0y(X1)  X3(X1)=w31(X4)

on trouve de maniére simple

8 +X2X3 ™ X3X2 Sym Sym
= 1
- (a2 —x1X3) Voo Sym (7)

1 1
E(as +X1X2) E(Vz,s +V3,2) Va3

Les six quantités définies par (6) constituentdéodnation généralisée de la poutre en la
section S(%).

Afin d'interpréter mécaniguement cette définitiavus allons étudier successivement les
cas ou une seule de ces quantités est non nulle.

Casl:a#0, =az=X1=X2=X3=0

On en déduit
ul =0,u;=0 et®=0 <>
soit a L

uy(X)=a;X; et (X)=u,(X)=0
La poutre est dans un état d'allongement
pur

I.S.1.T.V.
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Cas2: a,#20,a=a3=X1=X>=X3=0
On en déduit

ul =oub = ceter=0 €2
ub(X;) = apX etuy(X) = aX;
(X1

La poutre est dans un état de glissement

dans le plar(€;,&,)

Cas3:a3 #0, a=a,=X1=X>=X3=0

La poutre est dans un état de glissement |

dans le plar(€,, &) 2 ST ¢ agl
€1

Casd:x#0, 4 =& = = X2 = X3 =0

On en déduit
a, =Osoitd’ =0
et, = w3 = ety =X;X; €2
. . XL
La poutre est dans un état de torsion autour
de son axe

€1
Casb:x,#0, y=a,=az=X1=X3=0
u=u,=0 etw,=w,=0

, 1
Soite, = X, X, et Uy (X,)= _EX X

Dou  u (X)=X,X. X5 \Z¢ ) %XZX%
1
u,(X) =0, U3(X):—§X2X21 €1

XoL

La fiore moyenne se déforme selon une
parabole dans le plae;,€3), la section

droite tournant dg,X; autour deg,.

Casb: X370, y=a,=a3=X;=Xo=0
W =w,=0 et par suite y (XF—-x; XX, L
X3

1
09-08109-F1,¢ I
1, (2
¢5X3X

La fibore moyenne se déforme selon une 1
parabole dans le plarfg;,&,), la section

droite tournant dg,;X; autour deg; 8,

I.S.1.T.V

www.GenieCivilPDF.com



Résistance des Matériaux -31-

On en déduit alors la signification des déforméaségalisées:
- 3, est l'allongement unitaire de la fibre moyenne
- &, et g sont des glissements dans les plai, ,e,) et (€; ,63)
- X1 est I'angle de torsion autour de I'axeg; par unité de longueur
- X2, X3 sont les courbures de la fibre moyenne dans lesapls (€, ,.&,) , (€;.€3)

[l - 2 Puissance Virtuelle des efforts intérieurs

En tenant compte de la cinématique particuliére pestres, nous allons expliciter
I'équation
Mint (&’E):_IIIQB : SedX (8)
ol 3¢ désigne une vitesse virtuelle de déformatiort:J d¢etat de contrainte dans la poutre.
Nous choisirons, bien stla}:e de la forme

0ay +0x,X 3 —OX3X>5 Sym Sym
= 1
Oe= 2 (82, - 8X1X3) OV Sym 9)

1 1
3 (daz +8x1X ) 3 (5V 23 T OV 3,2) V33

Pour que les contraintes satisfassent I'hypothigske(Bernouilli, il est nécessaire que
_ | 911 012 Og3
o={o;, O 0 (20)
o3 O 0
En portant (9) et (10) dans (8), on trouve finalatne
—Mint &,0) = f(l)' [5alﬂsolldx +day, [|501,dX + 63-3”5013dx]dx1
+f [5X1ﬂs(x 2031~ X3021)dx]dxl (11)
+ s [5X2ﬂsx 30120X = O 3[[gX 2011dx]dxl
Posons alors
T1(X1) = [l50110X M (X1) = [[5(X 2031 = X 30,1)dX
To(Xq) =[]g010X M5 (Xy) = [[sX 307,dX (12)
T3(X1) =[[g0130X  M3(X1) = —[[gX,07,dX

avec ces notation, on obtient plus simplement
= 3
—Mint E O-):.[(lJ_ {21(55% T; (X1)+0X;M; (xl))}dxl
(=

ou encore

T=[l,0edX et M= ;XX OoedX (13)
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[Il - 3 Contraintes généralisées, équation d'équibre

[Il - 3.1 Contraintes généralisées
On définit les contraintes généralisées comme é&donction

() X, 0[0,1] = (£ (%) =(T,(X), T,(X,), T{X ), M {X ),M (X ), M (X),)IR®(14)

On appelle T, l'effort normal, T, et T3 les efforts tranchants, M le moment de

torsion, M, et M3 les moments de flexion.

Si on considere la partie de la poutre a gaucHa dection S(X), alors la normale unitaire
sur S(X) sortante eshi =&;; la densité surfacique de force exercée par laepdroite de la

poutre sur la partie gauche esfi, clest a dire le vecteur de composanie0;,,0,3 EN

conséguence,

la contrainte généralisée Fé(xl) est constituée des éléments de
réduction, au centre de la section S(, du torseur des forces

appliguées par la partie droite de la poutre sur lgpartie gauche!

Certains états de sollicitation élémentaires soppebés 'sollicitations simples’, ils
correspondent a des cas de chargement fréquemerardntrés. Leur étude permet par le

théoreme de superposition I'étude de cas plus exm@plappelés 'sollicitations combinées'.

Ty | Toouz | M1 | Mpous Désignation

Z0 0 0 0 Traction ou compression simple
0 #0 0 0 Cisaillement pur

0 0 #0 0 Torsion pure

0 0 0 #0 | Flexion pure

0 20 0 #0 | Flexion simple

#£0 0 0 #0 | Flexion composée

I.S.I.T.V.
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lll - 3.2 Equation d'équilibre
Nous allons maintenant appliquer le principe dasgaunces virtuelles pour déterminer les
éguations d'équilibré?our toute vitesse virtuelle de déplacement généisé on doit avoir
Mext + Ming=0

Nous avons d'apres (4)

Mext = ilxj (6u ' (x,) +dwlE (xl)}1x1+§l{5uf (X}) F +5a)(xi1)mﬁi}

i=1 X;

et d'aprés (13)

I3
Mine="lg| 2 (8& T (X0)+3x; M (Xl))}dxl

Li=1
En utilisant la définition des déformations génigéss (6),

i == (B0, CF (Xy) — 8005T, + 800, T + B30l B (X)X,
Soit en remarquant quig 0T = T,&; — T3&,

M =15 [00%, 7 (X 1) + 86, M (X 1) - 36 g, OT)Jax,

On décompose alors l'intégrale en somme d'intégralmame pour les efforts extérieurs
J-1 i+ - N - ~ ~
i =5 04 B, 07 0¢) + 5l 0 (¢,) - 8 18, Oy
i=1

En effectuant une intégration par partie et en m@&{ la valeur dexil pris par valeur
supérieur,

Mo = 08 lou 0y (X) + 56 T 5 (Xy) + 868 C08, OT)X,
- z i’ EﬁT(X'ﬂ) T(xf))ma)f [éM(X'ﬂ) |\7|(x‘1+)ﬂ
Soit
J-1 i+l _ . _
Mo = 208 fou" 3000 68 40+ 2 6, DDy
- $al {706 -T000) |+ 80! o) -mie )ﬂ

Enfin en appllcatlon du principe des puissancdsieiies
X'f st "+, )+ 50 e’ + W, +e 0T fx,

(15)
w e T ) -Tex) el e+ mod) -mox) || =0
Comme (15) est vérifié pour toute vitesse virtuadie obtient pour I'équilibre
Poumhaqumtervallelxil,Xifl[ fl+7,=0 @)
¢ +M,+8 0T=0 (b)
i i, ity T i Ty 2R (16)
PourX;i =1,...,J F+T(X; )-T(X; )=0 (0)
C+MXi)-MXL)=0 ()

I.S.1.T.V.
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Remarque importante:

Sur un trongon de poutdﬁ'l,x'fll, dans le cas ou il n'est pas chargé, on a

soit en particulier
dMZ-T3eth3-—
dXx, dXx,

T,

IV - Loi de Comportement élastique linéaire

~|011 Sym Sym
D'aprés (10), a cause de I'hypothése (ii) de Belthaz~ 0;, 0 Sym
o3 O 0

Or, pour un matériau élastique la loi de comportgrnea fonction du module d'Young E et

du coefficient de poisson est

= V == 1+V=
=——Tr(ol+—o
E Ok E

Soit dans notre cas

€ —10 €5, =€ ——_Vo € ——1+V0 € ——1+V0 €,,=0
11 = =011,€00 = €33 = 11,€12 = 12:213 = 13:€23 =
E E E E

D'ou
Ty = [[g0110X = [lsEe11dX = [[sE(ay +X2X 3 ~ XX 2 )dX
E E
T, =[[c0120X = [[c——€1,0X = [[e————(a, — X1 X3 )JdX
2 =[ls012 ”51+v 12 Ils 2(1+v)( 2 ~ X1 3)
T3 =[[50130X = ffs£813dx = Hsi(as + XX 2 JdX
1+v 21+v)
- _ dX = L(_ 2 L y2 )j
M =[l5(X 2031 = X3021)dX =[[g 20+) asXg +azX, +X1(X5 +X3)dX
M, =[]gX301,dX = ”SE(alxs + X2X§ —X3X 2X3)dX
M3 ==[[gX,07,dX = _ffsE(alxz ~X3X3 +X2X X 3)dX
Pour simplifier les écritures, nous définironsitaé moyenne telle que
[[SE(X)OMdX=0
c'est a dire
jjSEx2 dx=jjSEx3dx =0
de plus nous choisirors, de telle maniere que
[JSEX2 XzdXx =0

Dans ces conditions, nous obtenons
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Tl = al_US EdX

- E vl E
2= azﬂsmdx X1ls 20+ V)ngX

E E
= as [[e———dX+ —— X,dX
3 3l 21+ v) X1Jls 20+ v) 2

E
e

M, =X, lSEX 50X
Mj = XsﬂsEX%dx

X1(X35 +X3)dX

Si de plus les caractéristiques ne dépendent pbssgpace, c'est a dire que l'on peut sortir
E etv des intégrales, on obtient:

a,ES azES
T,=a,EST,=—2=> 1,= 3 1
1= EST, 20+v)' 3 20 +v) 0
et
E
Ml_zél ”s(Xz +X2 2)dX,M,= EX2ﬂsX dX,M3=EXs[IsX 2dX
ou encore
X1El1
M ,=E M ,=EXl 18
12(1+)2X223X33 (%)

ou | est le moment d'inertie autour de I'q&&e,;).
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ETUDE DE SOLLICITATIONS SIMPLES

| - Traction ou compression
| - 1 Définition

On dit qu'une poutre est dans un état de tractoncompression) quant le torseur des

actions extérieures est de la forme:
T1¢0, T2=O, T3=O, |\/|1=O, M2=O, M3=O

fl=t'g, ¢ =0F =Feg,C' =0
Attention lorsque la longueur est supérieure a environsis8la plus grande dimension
transversale, une poutre sollicitée en compresssbalculée au "flambement”.

| - 2 Déformations et contraintes

De (1I-17) et (1I-18) on déduit:

T1=a,ES, a;=g=0el X;=X2=X3=0 1)
Le tenseur des contraintes qui satisfait I'équeliést de la forme:
|6, 00
o5 0 0O (2)
0 0O
ou o, est une valeur constante dans toute la sectiorolflant alors pour le tenseur des
déformations:
%% 9 0
E
= o
e 0 -v—= 0 3
= 3)
0 0 -v2n
i E

Relation de la contrainte avec I'effort normal

On sait que
Ty (X1)=[[g011dX

I.S.1.T.V.
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donc dans notre cas

o, == (4)

Allongement de la poutre
SoitAL I'allongement subi par une poutre de longueurdr. définition

Aszydul
Dans le cas présent, le déplacement d'une sectide dst une translation d'age.
du; _o,
€1/ —= 5
1%, E )
Soit
AL=[, £;,d%,=], 2ndX, =, 12dx (6)
y “11¥ M Ty E 1 ySE 1
Si la section de la poutre est constante
aL=1t (7)
Il - Torsion

Les sections droites de contour quelconque, lceligs’ sont sollicitées en torsion, se
gauchissent. Ce phénomene remet en cause I'hypadlkeeBernouilli. Les poutres droites de
section circulaire ne subissent pas de gauchisgemen

[l - 1 Définition

Une poutre est sollicitée en torsion pure si:
T1:O, T2:O, T3:O, |V|1¢O, M2:O, M3:O (8)
f'=0, @ =fg, F=0, C= Ce¢

Il - 2 Déplacement, contraintes, déformations

De (8), (11-17) et (lI-18) on déduit:
8y =08, =083 =0x; #0X2=0x3=0 9)
D'apres (9), on ai =0, la section tourne donc uniformément autour deaamnx, est
I'angle unitaire de torsion.
_ | 0 01 013
Commeg ; =a; +X,X3—X3X, = Oalorso;; =0 ,soit o={o;, O O
o3 O 0

I.S.1.T.V.
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De la loi de comportement; :1%"0” — £ 0 0j , ontire:

X X
1+v 1+v _ X113 X1tz
| 0 F01p FO3 0 2 2
o] 1+v —| _ XaX3
€5 ?0_12 0 0 = T 0 0
Waoy; 0 0 X200
8 . Dans le repérn (G, é;,&,, &)

Vol OM (M) = -0 X38, +01X5€3
ﬂ " Or & =Co®8, +Sife,

>’ et & =-SinB e, + Cod &
\\J Soit U(M)=0 rég (20)

Pour déterminer les déformations, nous utilisonsdédinition des déformations en
coordonnées cylindriques:

[oup 1 (ou 5U) ;(;% %) ;(%)
%, 2\ tax, 2\ a8 T ax, 0 0 2 \ox,
(G A B BS ou, ;(lai_ﬁ %)- 1(_ﬁ %)
E(G o & &)= Sym arr 2 \r ar T )T 0 0 ST T
d
Sym Sym :—rL(aaLe+ur) Sym Sym 0
Soit, en utilisant (11-6)
_ 0 0 ][0 o5
EGaee= 0 0 050 0 O
sym 0 O sym 0 O
et
B 0 01
0Gae &0 0 0| avec T1=2Geyxq et G:ﬁ
T 00

G est appelé le module de glissement ou moduleodéo@b. En définitive, on peut écrire:
1=Grx; (11)

Relation entre la contrainte et les efforts généraés
2A " X1E! Tl
En utilisant (1I-18) et (11) M, =2"1—"1 =.Gl, =%
(1-18) et (11) L ey

M
< =M, (11)
1
La contrainte de cisaillement est maximale a lgppérie.
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Détermination de l'angle de torsion
X1 est I'angle unitaire de torsion. Donc, si on g I'angle de torsion entre deux sections

A et B, on obtient:
O —fx dexl_f _dxl

soit

Xs M
Opp = | ° =L dX;
J; Gly (12)

Il - 3 Exemple

Un arbre en acier de longueur L=1m est sollicitétersion par un couple M=1500 mN.
Sous l'action de ce couple, on désire que l'angl¢éaire de torsion reste inférieur a une
valeur limite a1 =0.25 °/m et que la contrainte de cisaillement soférieure a 120 N/mén
On prendra G=8.10N/mn? et o=7800 kg/m.

a) Calculer le diamétre admissible e I'arbre.

b) On suppose que l'arbre est un tube de diameateérieur D.=90 mm. Quel doit-étre le
diamétre intérieur P?

c) Quelle économie de masse a-t-on réalisée ?

Réponses:

a) Pour que la géométrie de l'arbre soit admissiblest nécessaire de satisfaire deux
criteres.

* Critéere de déformation

. M M
On veuty; <o soit X; =——<a, ouencorel;>——=4310°mm*
Gly Go

=% 2 £ %2 Hy=((¢2 _.R? D1
Or 14=[[\X5 + X3 dX=|[r rdrdG—ZTT TE

32M
oL

4
Soit Dlz( j =82mm

* Critére de résistance
16M )3

3
On veut T=M P14 20N / mm %s0itD;> =40mm
21, 120r

Pour satisfaire au cahier des charges, |'arbreadaihoins avoir 82 mm de diamétre.

D2 -D¢
b) Pour un tube, le moment quadratiquel gst nﬁ%).

Avec la condition {<43.16 mn¥, on trouve P=68.3 mm
c) Il est immédiat de constater que le gain degegt de environs 20 Kg.

I.S.1.T.V.
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Il - Flexion

[ll - 1 Flexion pure

Une poutre est sollicitée en flexion pure lorsque:
T1=T»,=T3=M1=0 et M#0, Ms3z0 (13)
De (lI-17) et (1I-18) on déduit:
a,=a,=a;,=0 elx,;=0,%x,#0,x,#20,
Soite;; = X, X3~ XX, elg,=¢€,;=0
_ | 9112 O12 013
Commeg; =¥ o; ~Loydjetoc=|o;, 0 0
o3 O 0

On obtient:
015 =013 = (BlOy1 = EX2X3 —EX3X;

Soit, d'aprés (11-18):

M M
0y =—2X;=2X, (14)

|2 |3

[Il - 2 Flexion pure plane

Une poutre est sollicitée en flexion pure plansdoe:
T1=T=T3=M1=M>=0 et Ms#z0
D'apres les développements du paragraphe précédent:

M
O11 = ‘|—3X2 =-Ex,X3 (15)
3

La contrainte est maximale a la périphérie de lango
Ao

Zone comprimée o<0
P o 3 1

— — >
Zone tendue o>0
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Déformée de la poutre
D'apres (lI-6), on peut écrire:

aq=0 - uil = - u{ =Cste=0
X1=0 - w;= - w =Cste=0
X2=0 - Wy = - W, =Cste=0

az=0 - uf;=0 - uf=Cste=0
— fo_ f — —
a2—0 — U21—OJ3 — U211—w31—X3

Soit, en utilisant (11-18)
d’u; _ My
dx? El,

(16)

lIl - 3 Flexion plane simple

Il s'agit du cas particulier ou:
T1=T3=M1=M,=0 et Mgz0, T,#0 a7
(ou Ti=To=M1=M3=0 et Mz0, T3£0)

La poutre n'est soumise qu'a des efforts tranclemtes moments flechissants.

* Contrainte normale due au moment fléchissant
011 = Efay +X2X5 ~ExsX,) = -Ex3X, soit:

Oll = _—X2 (18)

* Contrainte tangentielle

2

A D

e e
3

-— -}

X1 X1+dX1
Considérons un trongon de poutre, non-chargé, deraptre X et X;+dX;.
_ |01 012 O
Le probléme est plan de telle sorte que| o, 0 0.
0 0 O

Les équation d'équilibre nous donnent, +o,, ,=0,0,,,=0etT, =0
Tl,l = 0—>fsj011’1d)(2dx3 =0

J-.I'Gll,ldXde3 + J-J'O-lllldedXS =0
S 2

I.S.1.T.V.

www.GenieCivilPDF.com



-42 - Sollicitations simples

[]=012,0X,dX 3 + ﬂ(_ 2 ij dX,dX3 =0
3 2 1

3
—boy, + ”— 20X ,dX3 =0
213
Soit en définitive,
T
015 =—2 [[X,0X,dX 3 (19)
bl &
* Déformée de la fibre moyenne

n

Rappel: Pour une courbe d'équation y=f(x), la cotelest définie p&rl = (yw
1+y'
Donc pour des déformées "petites”, c'est-a-direly'on obtient 1/Ry".
Soit dans notre cas:

d°uy _Ms

dx? Elg

(20)

[l - 4 Exemples

[l - 4.1 Exemple de flexion pure plane

F F Une poutre droite rectiligne de section constaep®se sans
A B frottement sur 2 appuis simples en A et B et sugpone
C D charge concentrée F=1500 N en C et D.

AC CD=DB=a=0,5 m.

a) On cherche a déterminer les réactions aux pointsont
imposées des conditions cinématiques (en A et Binr@e |l
s'agit d'appuis simples, il ne peut y avoir que dEgctions

(pas de couples).
Pour déterminer les réactions, on applique le ggentondamental de la statique.
Soit Rax, Ray, Rex, Rey les composantes des réactions en A et B.
Y Forces= 0soitR 4 +2F+Rpg =0
R ax 0 0 Rex 0
Ray (+1-Fp+<—Fp+<Rgy + =40
0 0 0 0 0
> Moment&nA = 0soitAC F+AD OF+AB OR
a 0 2a 0 A Rgx 0
0f0{-F¢+{ 0 0{-Ft+4 0 0<Rgy + =10
0 0 0 0 0 0 0
Les équations d'équilibre et la symétrie du prolémpliquentR, = R, =—F

I.S.1.T.V.
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b) On cherche les contraintes généralisées dgmmulse.

On sait que les contraintes généralisées dansaatiers donnée sont égales au torseur des
actions extérieures a droite de la section, ou renca l'inverse du torseur des actions
extérieures a gauche.

* soit une section G dans le trongon de poutre AC.

-T=R, soitT=T,=0et T=-F
-M =GA OR, soit M, =M, =0et M, = xF
Le trongon AC est dans un état de flexion plangm
* soit une section G dans le trongon de poutre CD.
-T=Rp +Fs0itT; =T, =T3=0
~M =GA R, +GCOFsoitM; =M, = (etM 3 =aF

Le troncon CD est dans un état de flexion pure.

[l - 4.2 Exemple de flexion plane simple

P=1500t P=1500t Une poutre droite rectiligne de section circulaire

¢ A ¢ B constante repose sans frottement sur 2 appuisesnepl

ﬁ A et B. La poutre est constituée d'un matériauirméd
C D

1im om om élastique de 1600 bars. Quel doit étre le rayonete
poutre ?
¢/ P .AL RA P¢ RB? a) On cherche a déterminer les réactions aux points
sont imposées des conditions cinématiques (en M)et
C A D B comme il s'agit d'appuis simples, il ne peut y apie des
réactions (pas de couples).
Y Forces= 0soitR , +2P+Rg =0
R, +Rg =2P
Y MomentgnA = 0soitAC OP+AD OP+AB Ry =0
P-2P+4Rg =0
Soit Rs=P/4 et R=7P/4
b) On cherche les contraintes généralisées dgrmulse.
On sait que les contraintes généralisées dansaatiers donnée sont égales au torseur des
actions extérieures a droite de la section , owrmenca l'inverse du torseur des actions

extérieures a gauche.
* soit une section G dans le trongon de poutre CA.
—M = GCOPsoitM; =M, = GetM 5 = —xP

* soit une section G dans le troncon de poutre AD.

I.S.1.T.V.
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-M =GCOP+GA R, s0itM; =M, = GetM 3 = —-Px+7P(x -1)/4

* soit une section G dans le troncon de poutre DB.
M = GBRgSoitM; =M, = (etM 3 = P(5- x)/4
Le moment maximal est atteint pour x=1, sogM=-1*P.

M 4M 4M
OmaX:MaX(I_szj:Max(mT‘?xzj d'oul stfm 3
3 max

[Il - 5 Etude de la déformation des poutres en fleon

[Il - 5.1 Méthode de la double intégration
2, f

M ., ) ) .
Onawvu que(:j—u2 :E_IS' donc par intégrations successives on obtient:
Xl 3
f _¢ M3
up = j_dEI X1 @X; +C X1 +C,y (21)
3

ou G et G sont des constantes qui seront déterminées peoteltions aux limites.

Exemple:
F=16kN .
A ¢B C D ; R‘w RD
im 1m  2m A D

On cherche a déterminer la déformée de la poutre.
a) Premierement on cherche les réactions aux pdiegppuis.
Ry +Rp+F=0 Ry +Rp =F[RA =3F/4

{E OF+ADORp :6{_F+4RD :O{RD =Fi4

b) On détermine maintenant le moment de flexiorsadracun des trongons de la poutre.

* Dans le trongon AB: O<x<1

M = —-GA R, S0itM 5 = R4 X = 3FX /4 =12X

Soit El,u, = 2X* +CX +C,

* Dans le trongon BC: 1<x<2

M =-GA[R, —GBOFso0itM3 =R X + F(1-X) =16—-4X

Soit Elqub = —2(X -4)%/3+C3X +C,

c) Pour déterminer les constantes on utilise leglitions aux limites et les conditions de
continuité.

I.S.1.T.V.
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f _
Ul @ =0 C,=-14
f f
Ul @=uy @ C,=0
. ‘AB ‘fBD cequidonnd _ 2
Upg| @) =up (@) 3 =10
|18 ® C, = —40
f _ 4="
UZ‘BD #=0

En définitive u;‘AB (X) = 2x3 -14X et LX) =-2(X = 4)° +10X - 40

lIl - 5.2 Fonctions de singularité
Les fonctions de singularité permettent d'expriam@lytiquement une discontinuité.
On définit la fonction de singularité d'ordre n:
Sin<0 f,(X)=owlorsqueX =a
f,(X) =0OlorsqueX # a
Sin=0 f (X)=(X-a)"lorsquX > a
f,(X) =0OlorsqueX <a

fr(X)=(X -a)" tellequ

De la méme maniere on définit les régles d'intégnaguivantes:
X
lorsque n<0 [({x-a)"dx = (X -a)""

—00

X e _<X— >n+1
lorsque &0 _jm(x a) dx =" —

Utilisation pour le calcul des fleches
Soit q(X) un chargement vertical agissant sur uoetne. En accord avec les notations

utilisées dans ce cours (11-16), on a:
T, =—[qdX, et daprés (ll-16bM 5 =—[T,dX puis en utilisant (16), on détermine la

fleche. Donc, par quatre intégrations successinetétermine la déformée de la poutre.

Principales fonctions de sinqularités et leur utibation

| ;k\ Xy q=-Mg(X-a)~
GT(_a)TWO s q=Wo(X ~a)

I.S.1.T.V.
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X

%( b

(%mo 0 1

q=—2"(X-a)

X —4a

q b

a Wo __Wg < —a>2

X (b-a)

Utilisation dans I'exemple précédent:
On sait que R=12kN et Rs=4kN.

D'ou g(X) =12(X) ™ 16X ~1) " +4(X - 4)~
Par intégration]T, = —12(X>0 +16(X —1>0 —4(X - 4>0 +cste

Sollicitations simples

La constante est nulle car pour X<0 et X>4 il nguaun effort tranchant.
Par une nouvelle intégratiov 5 = 12<X>1 -16(X —1)1 +4(X - 4>l +cste

La constante est nulle car pour X<0 et X>4 il nguaun effort moment fléchissant.

Et par la suite:
Elguby, = Mg =12(X)" —16(X —1)* +4(X - 4)*

Elgub; = 6(X)% -8(X —1)? +2(X —4)* +C,
Elqub = 2(X)° -8(X -1)° 13+ 2(X - 4)° 13+ C X + C,

Pour déterminer les deux constantes, on utilisedeslitions aux limites; le déplacement

vertical est nul pour X=0 et X=4. Soity€&14kN.n? et G=0.

[l - 5.3 Poutres constituant un systéme hyperstatjue

Jusqu'alors, nous n'‘avons étudié que des poutremffb des systemes isostatiques, ou
statiqguement déterminés; c'est-a-dire que nousipoesidéterminer les réactions a l'aide des
seules équations du principe fondamental de lagetatLes réactions qui ne peuvent étre
calculées par les seules équations d'équilibrerdéte le degré d'hyperstaticité d'un systeme.

I.S.1.T.V.
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RB
P

Nous avons dans ce cas, 2 équations d'équilibBe et
inconnues R, Rg et Ma: le systeme est hyperstatique
de degreé 1.
Nous avons dans ce cas, 2 équations
d'équilibre et 5 inconnuesaRRg, Rc
McC et Ma, Mc: le systétme est hyper-
statique de degré 3.

‘v

Exemple: Résolution en utilisant les conditions géoétriques

* Conditions d'équilibre statique:
Rp +Rc-P=0
My +@+tb)Rc—aP=0
* Equation de la déformée
A(X) =-MA(X) 2 +RA(X) " =P(X —a) " +R¢(X - @+b))
To(X) =M A (X) =R (X) +P(X -a)° ~R¢ (X - @+b))°
M3(X) =M (X)° +Ro(X)" =P(X —a)' +Rc(X - @+ b))
Elgubi(X) = -Ma (X) +RA (X)2 12=P(X —a)? 12+ R (X - @+b))? 12+ C;
Elaub(X) =-M o (X)? 12+ RA(X)° 16-P(X -2)° 16 + R (X - @+b))® /6 +C X +C,

* Utilisation des conditions aux limites.
Onsaiueu’ (0) =ub @+b)=0 et u},(0)=0

Donc G=C,=0
2_ K2 _

M, = PHL : b )Rc _ Pa2(3I; a)etRA PR,
2L 2L

I.S.1.T.V.
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Exemple: Résolution en utilisant la méthode de supgosition

7 P 7

A~ B C T A B C
Rc
Probleme | Probleme Il

Probleme I:
L'équilibre nous donne =P et My =Pa

q; (X) =—My, <X>_2 + Ry <X>_1 - P<X —a>_
0100 = Pl-ax) 2+ (x)* = (x -a) ")
7,000 = PRx) = (x)° +(x -2)°)

1

Mg (X) =Pl-a(X)® +(X)" - (X -a)"
Elqub 1 (X) = Plra(X)t +(X)? /2= (X -a)° /2+cl)
Elqub, (X) = P(— alX)?12+(x) 16-(x -a)% 16 +C;X +cz)
Et en utilisant les conditions aux |imit68If2'| ) = Oatuf2|,1(0) = 0
Eluby (X) = Pl-a(x)? 12+ (x)% 16-(X - a)° /6)
Fleche en L=a+b
Elqub (L) = Pl-al? /2+ 13 /6 -b% /6)= Pa2(-3L +a)/6

Probléme Il
Il suffit de remplacer P par dret a par L.
Elaub, (X) = —RC(— L(X)? 12+(x)* /6)
Fleche en L=a+b
Elqub, (L) =RcL3/3

Superposition des problémes :
Comme il y a un appui simple en C, on doit écrire,
f f _
ug (L) +uz(L)=0

Soit

2
2R3 +Pa?(-3L+a)=0 et RC:%(sL—a)

I.S.1.T.V.
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METHODES ENERGETIQUES

| - Théoremes de I'énergie en élasticité linéaire

| - 1 Notations et définitions

On noteU,E etd les solutions du probléeme général d'élasticitédire. Les autres champs
de déplacement seront notésceux de déformations et ceux de contraintes

a) Champ de déplacements cinématiquement admissik€.A.):

Un champ de déplacementsest dit cinématiquement admissible, si il satisfai
- les conditions de régularité (continuité et difétiabilité)
- les conditions aux bord&(X) = U(X)DXEBQU

b) Champ de contraintes statiquement admissible (8.):
Un champ de contrainte; est dit statiquement admissible, si il satisfaix équations

d'équilibre:
{div )+ (X)=000X[1Q

e (1)
si=F(X) OX0Qr

c) Energie de déformation élastique:
On appelle énergie de déformation élastique d'amghde déformations:

W ©)=({], wE)dXotwE) = %c=:=e:3 @)

d) Energie complémentaire élastique:

On appelle énergie complémentaire élastique d'amplde contraintes:
=-1

W ©)=(]l, &0 ©dXots @) = %c P 3)

e) Energies potentielles:
On appelle énergie potentielle élastique d'un chdengéplacements C.A.:
&(V)= W(BV) —[[[p f (X) (X)dX - [l F(X) W(X)dX 4

ou Bv est le champ de déformations d( au champ de dgpktv, c'est-a-dire:
=1 (grad+gradT)

On appelle energle potentielle élastique d'un chdmpontralntes S.A.:

£ ©=-W" © b, (50 H(X) | D)0 (5)

I.S.1.T.V.
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| - 2 Théoreme fondamental

Proposition:
Pour tout champ de déformatioaset tout champ de contrainteson a:

W (e)+ W’ () - [ffo e(X) :s(X)dX=0 (6)
et I'égalité n'a lieu que si et seulementeskt ¢ satisfont la loi de comportement

s=C:e.
Démonstration:

6 est un opérateur défini positif. Donc,

== = == § == = §_l =
Max {_'e X): 091 e (X): C(X)e (}@:—1 s(X): C )&kX)
)]ﬁus R 2 2

_ =1 _
Comme le maximum est atteint pa(iX)=C (X)3(X), on peut écrire

=-1

OX oW, S(Xp R0, R® _

e X

Oe(X)oR® o, R® Os(Xp R0, R3L e(X):C(X)e(d1 s(X):C (X)s(X) e(§(X)= 0
Par intégration, on retrouve donc bien (6).
Il est évident que si la loi de comportement esfdate pour gX) et s(X), alors nous avons

égalité.

Théoreme fondamental:
Le triplet (U,Z,g) est solution du probléme d'élasticité linéaire
uesCA.
OesSA.
0X 0 Qe = 1 (grad] + gradTU)5

[VCA.
ietseulemersi J<SA. _ _ (7
EV)2E@) =E (0) =& ()

(=7:Cs

Démonstration:

Soientv C.A. ets S.A.; d'aprés (6) on a
W(BV)+ W (s)[fJ, Bv:sdX >

Par application du principe des puissances virteekt des équations d'équilibre (I-18), on a
M,BV:sdX =[], TOVdX+ [, FOVdX [, SH vd

= ([l f @ dX+ [,y FOV dX+ [l “STOU d>

En reportant dans (6)
W(BV)-[[[, TV dX~[[,,, FOVdX = - W (s)[f,, 3@ Ud

Soit, en Htilisant (4) et (5)
EW2E (3)

I.S.1.T.V.
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Il - Energie de déformation en RDM

Il - 1 Cas général

Nous sommes dans le cas &(ii) = & (3) ,donc :

W= % 1.5 5dx :_; i FOX) @(X) dX +_; Il FOX) @(X) dX +—;jjmu (o) B(x) ) W(x) dx

Soit le cas de I'élasticité linéaire isotrope
-1
W _5.”.‘.9 (Gxxexx + nysyy t0,.8,F 20-xyexy + 20-xzexz + 20-yzayz )dX

_ 1 (~2 2 2 _v( ) 1 ( 2 2 2 )]d
W= ”.[Q lﬁ (Gxx +ny +Gzz) E nyoxy t 04,04, + c)-yzo-yz +% c)-xy + 0y, +Gyz X
2
— Ev 2 2 2 2 2 2
W = mﬁ[z(lw)(l—zv) (sxx +Eyy +szz) +G(8XX +ey, +szz)+ ZG(sXy +e5, +syz)}dx

et pour les poutres

1.3
W:E.[(l)_ {Zl(ai Ti+X;M; )}dxl (8)
1=
Mais comme d'apres (II-17) et )I1-18)
a,ES azES X1El
Ty=aESTy=—2—T=— 23—, M;=21—L_M,=Ex,|,,M3=EXl
1= EST) 20+ v) 3 201+ v) 1 201+v) 2=EX21 2,M3=EX3l3
on obtient
welitledaz e o 8 | gl 00 e oellax (g
20 17 2a+v)  2@+v) 2+v) h2 o dAs T
ou encore
2 2 2 2 2 2
welp[ T T T MM Ny s (faecE)
2°|ES GS GS Gl E E ]

Dans le second membre de (9), pour I'exemple etspacis de simplification, nous ne
présentons que des chargements ponctuels, magadaaiisation ne pose aucun probleme.

Il - 2 Cas particulier de la Traction/Compression

Soit un barreau de longueur L, de section S, soamise force F a chague extrémiteé.
On a donc, T=F et H,=T3=M1=M»=M3=0 et
T
ES
Soit dans notre cas
_FL
" 2ES

W:% o ==dX,

(10)

I.S.1.T.V.
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Il - 3 Cas particulier de la flexion plane simple

Soit une poutre droite soumise a des charges eesaes, c'est-a-dire;FT3=M,=M»=0
et Toz0 , M3z0
Dans ce cas
w=2(5] 12+ M5 gy, (11)
27| GS Elj
On peut vérifier que, dans la plupart des caselfip associée aux contraintes de
cisaillement est négligeable comparativement &ifia associée aux contraintes normales.

Soit,
M 2

M3
dX 12
W= 2 2El; t (12)
Exemple:
P -1
P, \-1 L
=—(X) " —P(x-—
a= 5007 -P{x-5)
0
N N _ P 0 |_
S\ L A T =2 ) +P<x—5>
1
P, \ L
My =—(X) -P(x—-——
o= 200t -R{x-1)
2
[ETZdXy =[5 L/2P? dxl*k/z dxl_%
2,3
JoM3dXy =g L’ZPX d><+JL,2 ©X-1) dx_P4;
Soit une section circulalre de rayon B= 1R |3:TIR4 14
T2
Io 2dx1 2 4 2
L M3 E mR? 4 4 2 L
Elg

Car R<<L. Donc on peut Iégitimement négligé l'iefhce du cisaillement.

Il - 4 Cas patrticulier de la torsion

Soit une poutre droite soumise a un moment dedtorsiest-a-dire FET3=T;=M»=M3=0
et M;#0
Dans ce cas

W= "M

0 2Gl

dX, (13)

I.S.1.T.V.
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lll - Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti
On considere deux états d'équilibre d'un méme ste
- L'état d'équilibre I, défini par les chamffls, g ,U', correspond & des forces volumiques
et a des efforts surfaciquéé suroQ.

dive +f' =0 dan<

5 h=F suroQ
- L'état d'equilibre II, défini par les cham|cr_$II g ,i", correspond a des forces
volumiquesf" et & des efforts surfaciquéd suroQ.

dive' +f' =0 dansQ

o M=F suroQ

|

f

. . .. . . .=l
Par application du principe des puissances viggelau champ de contraintes en
prenant pour. champ de déplacement virfilelon obtient:

m E dQ = mf ' do + [[_F o' dog

Oro s —sCs —0” :€ , Soit
[[[.f" dQ+jLQF” o' doQ = [[[ f' m" do+[[ F m' dog (14)

Le travail d'un systeme de forces(f' : IE') dans le déplacement produit par le systéeme

de forcesG" E" ) est égal au travail du systéme de force(i” E" ) dans le déplacement

produit par le systéme de forces(f' = )
Application:

‘P Dans Ie probleme suivant, la fleche est donnée par
=—-——(21L-3°X + X
% / y= 6El ( )
L v

Q
a ¢ Quelle est la fleche, a I'extrémité de la poutr@rsiapplique une
L ~_ charge Q a une distance 'a’ de cette extremité?

- Soit (y)g la fleche au point d'application de la charge € @la charge Q.
- Soit (y)p la fleche au point d'application de la charge @ dua charge P.
Par application du théoréme de réciprocité:
(Yr)Q P = (Y)r Q
Soit

Vp)o =~ (2L -3l%a+a’)

6El

I.S.1.T.V.
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IV - Théoreme de Castigliano et applications

IV - 1 Théoreme de Castigliano

Considérons un systéme de fortfégs(i:l...n) appligué a une structure. Ces forces &t le
réactions constituent le systeme |. A chaque pdiapplication de ces forces, on a un
déplacemen(u,),. D’aprés (9), I'énergie de déformation est alors

W, :%2'5. [0,

On cherche la variation de | ‘énergie par rappauna force donnée ou encore la dérivée
de I'énergie par rapport a une force par exeniplePar définition de la dérivée, on a pour
tout accroissemerdP

‘;\g B3P = |me(W(é +65P )~ W(P)
Augmentons donc la valeur ® d'une quantitéBéTDr. On constitue ainsi un systeme de

forces Il. En chaque point d'application des formesura alors un déplacement+ 83y, , et
= 5P +85R)(U +65%)

Par application du théoréme de réciprocité, on pkus écrire
(R +60R )0y =X PO(u+657

Soit
P =Y RM®
Puis
W, - W =%Z(P+95F’)D@+95”u r 52 POu
=%zﬁg 85 +—;ZG<§T}-’D@+6611 )
1 1. .

= ~68P (T, + Z65R T(y +65y )
:%ezéﬁr B0, +05P Oy

Ou encore

W 58 = fim~ ( 6°5P (B + 65 PD’uj 5Py
oP 00
Donc avec un abus de notation, on écrira classignem

ow
— = 15
o U (15)

ou u, est la valeur du déplacement compté positivementds le sens d'application de
la force

I.S.1.T.V.
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En généralisant le développement précédent, onépeurcer le théoreme de Castigliano:
La projection du déplacement du point d'applicationd'une force sur la direction
de cette force est égale a la dérivée partielle dénergie de déformation par
rapport a cette force.
Le vecteur rotation du point d'application d'un couple quelconque, projeté sur
l'axe de ce couple, est égal a la dérivée partiellpar rapport au moment de ce
couple, de I'énergie de déformation.

IV-2  Conséquence: Principe du travail minimum outhéoreme de
Ménabréa

Considérons une poutre hyperstatique reposantesuagpuis invariables.
R'2

Les appuis introduisent 6 inconnues Ry, Ma, R, R, Mg. Or, il n'y a que 3 équations
d'équilibre; le systéme est donc 3 fois hyperstatiq
Rendons la poutre isostatique en supprimant le&soha surabondantes (par exemple en

A).
R'2
MB

Ce systéme a la méme énergie de déformation quedeiment. Par application du

théoreme de Castigliano, comme la section A esisrée, on obtient:
ow ow ow
—=0 , = =0
0R,; R, oM,

ce qui donne 3 équations linéaires gniky, Ma.

Les valeurs que prennent les réactions hyperstatiggs correspondant aux liaisons
surabondantes rendent stationnaire I'énergie inters.

C'est le théoreme de Ménabréa ou théoréme du ltravamum.

I.S.1.T.V.
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IV - 3 Exemples

IV - 3.1 Poutre console
Fleche en A et B?
Rotation en A ?

a) La poutre est sollicitée en flexion. Le momé@tHissant est M:=-Px

D'aprés (12)
2 2 3
_ '—Mst:J-'-PZXd_PZL

= X =
0 2El, o 2El, 6El,
Donc
3
Uy :6_W = PL (vers le bas)
oP  3El,

b) Pour déterminer le déplacement du point B, giique en B une charge fictive Q.
Pour Gx<L/2 Ms=-Px et pour LEX<L Ms3=-Px-Q(x-L/2)
d'ou
3
W = L
48El,
et finalement
ow L3 5P1®
uB = | = (2Q + =
0Qlo, 48El oo 48E

(8F* +Q* +5PQ)

(vers le bas)

c) Pour déterminer la rotation de la section Aapplique en A un couple fictif M
Pour G&x<L Ms3=-Px-Mga

d'ou
1 2 1 (P23 5 o J
W=["——(M, +Px dx=—( +PMA L% +M2L
IOZElg( A ) 2EI,\ 3 A A

et finalement

0 = oW _ P2

M|, L, 2EL

1.S.1.T.V.
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IV - 3.2 Treilli de barres

E D

4m On considéere un treilli de barres articulées.

Chaque barre est constituée du méme
4m 6) matériau et a la méme section.
On cherche le déplacement du point C.

1 kN

2 kN

Pour ce faire, on applique en C deux charges ést® et Q (avec P=Q=0)
Equilibre dupcint C: co<452 F,=Q

Sind3 F,+F, =P
Equilibre du pointD: E=cos43F, +1
Sind5 F,+FK =0
Equilibre du pointB: E=cos43F,+F,
SiN45 F,+FK =2
D'ou
FR=P-2Q-2, R=P-Q, F=QV2, R=1+Q, E=-Q, R=2(Q+2)
Par application de (10)

6
2

Z FL,
ZSE 2SE,1
d'ou
L
= gee (TR V2R R R V2R

*Détermination du déplacement vertical du point C
oW

ES)

7 V22+0)
o ZSE(4(P 2Q-2)-2(P-Q)+4¥2Q + 2(1+ Q) + 4Q + 4v2(2 + Q) -

Soit
Ayc = ‘§(5 + 4\@)

*Détermination du déplacement horizontal du point C

AX - W ——(2(P 2Q-2)+2(P- Q)i
© oP[pz9  2sE P=g
Soit
2L
AX. = —
¢ SE

I.S.1.T.V.
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IV - 3.3 Application aux systémes hyperstatiques
w

A

A L B
La réaction en A est une réaction surabondante.
qx) = R, = w{x)°

N

d'ou
X2
M, =R, X—w—
3 A 2
puis d'aprés (12)
L M2 1 L® L4 wl®
=[ —=-dx= (Ri——wRA—+w—\
02El, ~ 2EL\U "3 4 20)

Or comme le déplacement vertical du point A est nul

oW 1[ L2 L4
=——|2R,—-w—,=0
0R, 2El, 3 4/
d'ou
3wl
R, = —
A8

V - Equation de Bertrand de Fontviolant

V -1 Enoncé

L'équation de Bertrand de Fonviolant est une apfitio directe du principe des puissances
virtuelles. Nous avons vu (14), en considérant diats d'équilibre d'un méme systéme, que:
== _ rl =1l
[[[.o® da=|[[f' o da+ [ Fo'doQ
Si le systéme n'est soumis qu'a J forces ou copplestuels
[[[.5E da=YF ')+ ¢ m' (x,)
i=1 i=1
d'ou, en développant I'énergie interne, on obtient:
IL TT LT T MMy MiMG M;Mg']dxl:
o\ ES GS GS Gl El, El,

(16)

SEm () + Y E ' (x)

I.S.1.T.V.
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Evaluation des réactions hypersitiques

V-2 Application:
surabondantes

_
Reéaction en B: B, Ray.

Reéaction en C: M,Rcx, Rey.

Le systeme est hyperstatique de degré 2.

|RBX+RCx:O

{Ry, +Rg, L =0
|L|\/|C—RByL+RBXh+°°L

* On défini le systeme | par le portique isostaticassocié (on supprime l'articulation en

2

=0

B).
()
A c surAB M;=Rgy
_ 2
surBC M, =R;h- RByx+%
B Rex
* On défini le systeme Il par :
A C .
7 surAB M; =Ry
surBC M, =Fh-Fx
F Le point B ne se déplacant pas

En négligeant l'influence des effort tranchant@tmal, par application de (16), les points

I.S.1.T.V.
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B et C étant fixes, on obtient:

J-c:‘ MEi,lMg dy+.[o Nllleél dx =0
Io e [Rey)EY)]y + |, —HRBXh Ry X+ \(Fh Fx) dx=0

RBxFth
21,5

1( 2 L L L2 L3 L")
+ — FRXh L_FhR _+Fhw__FRxh_+FR __Fw
oLt T PTe B 23 8/)

2 2 3 2 3 4
it G ool on, S

IAB

Ceci doit étre vrai en particulier pout=0 ou F=0, d'ou
[lacRel’ |6 12l —30R, L2 +hal®= 0
l X Y
1—12 Ry hL® +8R, L° = 3w’ =0

| ch

Soit, en posank =
AB
wL? wl(k +1)
Rex =77~ Rey == o
Ah(4k+ 3) 2(4k+3)

V-3 Application: Détermination des déplacementstaotations

Si en un point d'abscisse curviligng Xon applique une force ponctuelle unitaire pour le
systéme |, on obtient:
[ )ex, = ' (x)
ou U'(X]) est le déplacement du point dans le sens d'agiolicde la force unitaire
Exemple:
On cherche, dans le cas d'une poutre console @argibrmément, les déplacements et
rotations aux point A et B.

w

2 > < 7
L2 B jp C

Pour le systéme courant, que nous appelleronstersg Il, on a:
2
X
M) = —w—
2
* Fleche en A

Soit le systéme | suivant:

I.S.1.T.V.
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1
_
A B C
Dans ce cas M=-1xx. D'ou:
M MII
.[ —— dX, =1xu,
° El,

soit

1 . X3 wL?

Uy, =— I w— dx =
El,%0 " 2 8El,

* Fleche en B

Soit le systéme | suivant:

A B C
Dans ce cas [Q/Iz -1 X(x -5 D'oU'

ol oy e g [ en o=l

" 384EL

Us = El,

* Rotation en A
Soit le systéme | suivant:

1
—
A B C

Dans ce cas M=-1. D'ou:
0 (-MM; 1 0 x*  wl®
0=l 5~ =g,

dx,
El, “El

X =
2 6El,

* Rotation en B
Soit le systéme | suivant:

M
_

A B C
Dans ce cas M= -1x{x -%)". D'ou:
I L 2 q3
9" _I MM} MMs x, = 1 wx_dx= 7wl
° El El Lz 2 48El,

I.S.1.T.V.
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FLAMBEMENT

| - Stabilité d'une poutre en compression

On étudie le comportement d'une poutre droite sse@iune compression P et une charge
répartie transversale g(x). On se place dans laguwation déformée de la poutre.

a(x)
R — <
—_—
D'apres (II-16) nous savons que I'équilibre seuitgohr:
Pourchaqumtervalléxil,Xifl[ fl+7,=0 @)
¢ +M,+8 0T=0 (b) 0
Pourli=1,....J F+Tx()-TxH)=0  (©
C+MX)-M(Xi)=0 (@)
Or dans le cas présent, pour un trongon, nous obgen
f' =q(xje, ¢ =0,C°=C'=0,F° =-F' =P 2
et en considérant la déformée
1
2 f
€ =qU21
0
soit
Typ =
Ty =—q(x)
! (3)
M3’1+T2 _T1U2’1 —O
T,0=-P
ou encore
Tl =-P
To1 =-0d(X) (4)
M 311 —0(X) + Puy; =0

et enfin en utilisant I'expression du moment fléshit (11 -20)
M 3= E|3Uf2,11

I.S.1.T.V.
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on peut conclure que

Elaubgq11+ Pubyp = g(x) (5)
Si la charge latérale est nulle, I'équation d'éopglse traduit par:
4 f 2 f
£l, 2 2 +pd 2 = (6)
dx dx

Une solution triviale de (6) est, = 0, mais dans le cas général on trouve:

ufz (X) = ¢4 +Cyx +C3sin(nx) + ¢, cosfix) (7)

_ P
n= El, ®)

Pour déterminer les 4 constantes, nous utilisdemesonditions aux limites suivantes:
* Le déplacement latéral de la fibre moyenne
ub(x) = ¢ +c,x + c3sin(nx) + ¢, cosfx) (9a)

ou

* La pente de la déformée de la fibore moyenne
ufzrl(x) = C, *+ ncg cosfix) — nc, sin(nx) (9b)

* Le moment fléchissant

M .
ub1(x) = ESI(X) = —n?c; sin(nx) — nc, cosx) (9¢)
3
* L'effort tranchant (en utilisant (3))
To(x) _ _Ma(x) Pub;
El, El, El,

—_f 2, f
=-Uz111~ N Uy (9d)

= n303 cosfx) — n3c4 sin(nx) — n2(02 +Ncgz cosfix) — nc, sin(nx))
-2
=-Nn C2

Il - Etude de quelques cas simples

[1-1 Colonne Rotule-Rotule

Nous considérons une poutre rectiligne ayant uhder@ chacune de ses extrémités. Nous
recherchons alors la charge critique de flambemeatpeut supporter cette poutre.

I.S.1.T.V.
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-

- fotoy

A

En chaque rotule le déplacement latéral et le morsent nuls. Donc, si on élimine la
solution triviale ufz =0, l'équilibre se traduit par une déformée de type gvec pour
conditions aux limites:
uf2(0)=cl+c4 =0
M4 (0)/El3 = -n’c, =0
ufz(L) =c¢; +C,L +c3sin(nL) +c, cospiL) =0
M3(L)/Elg = —n2c3 sin(nL) — n204 cos(L) =0
soit,
c, =0
c, =0
c3sin(nL) =0
Ccy =0

si on élimine la solution triviale, on obtient ugudlibre pour nL=Nt C'est-a-dire, en
utilisant (8), pour chaque compression telle que:

2
P:(Nmzag (10)
L
et la déformée est telle que:
ub(x) = c3 sin(NTnXJ (11)

On remarquera que le déplacement latérahegterminé!
En conclusion:

T°El N
*Pour P<P, = —23 I'équilibre est stable la poutre ne flambe Com———————C
L

- A
*PourP=P, = TCEls la poutre flamb

L2

ATCEl,
L2

*Pour P, <P< I'équilibre est instable

N

* Pour P = 4T[2|25|3 la poutre flambe
L

* .. etc ..

I.S.1.T.V.
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[1-2 Colonne Encastrée-Libre

Nous considérons une poutre rectiligne encastréurgee de ses extrémités. Nous
recherchons alors la charge critique de flambemeatpeut supporter cette poutre.

A l'encastrement, le déplacement latéral est nogi gue la pente et I'effort tranchant. A
I'extrémité, la poutre est libre de tout momentnBgasi on élimine la solution trivialefz =0,
I'equilibre se traduit par une déformée de typeag/Ac pour conditions aux limites:
ub (@ =c;+c4 =0
ub(0) =c, +ncg =0
T,/El3 =-n%c, =0
M 4(L)/Els = -n?c5sin(nL) - nc, cospiL) = 0

soit,
CL=—C4
c, =0
c3 =0
cycosfL) =0

si on élimine la solution triviale, on obtient ugudibre pournL = (2N —1)5.

La charge critique est donc atteinte pour:
_TCEl;
(2L)?

et la déformée est telle que:

uly(x) = cl(l— Co{z_TDL(D (13)

[1-3 Colonne Encastrée-Rotule

(12)

cr

Nous considérons une poutre rectiligne encastréena de ses extrémités, dont l'autre
extrémité est astreinte a reste dans l'axe. Nookerehons alors la charge critique de
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flambement que peut supporter cette poutre.

- ooy
A\

A l'encastrement, le déplacement latéral et lagsnnt nuls. A I'extrémité, la poutre est
libre de tout moment et ne peut se déplacer |ladrmaht. Donc, si on élimine la solution
triviale ufz =0, I'équilibre se traduit par une déformée de typealrec pour conditions aux

-

limites:
ufz(O) =c +tCcy =0
ufZl(O) =Cc,+nc3 =0
ufz(L) =c¢; +C,L +c3sin(nL) + ¢, cosfL)
M3(L)/Elg = —n2c3 sin(nL) — nzc4 cos(L) =0
soit,

¢y = Catg(nL)

C, = —C3n
cg(tg(nL) - nL) =0
C4 = —Catg(nL)

si on élimine la solution triviale, on obtient ugudibre pour nL=1,48
La charge critique est donc atteinte pour:

_ TPEl; (14)
“(07L)?
et la déformée est telle que:
ub(x) = C{cos{ l‘f""j - O,223$in( ]’45'1") " % —1) (15)

Il - Généralisation: Formule d'Euler

Historiquement, on appelle "formule d'Euler" la e critique d'une poutre Rotule-
Rotule.

_ TCElg

P
cr |_2

Pour l'appliquer aux différentes combinaisons goesi d'appuis, on définit la charge
critigue comme étant:
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_ TElg
~(KL)?

ou L représente la longueur de la poutre et KLoleglieur d'une colonne Rotule-Rotule
équivalente.

cr

P P P P
|
NN a N\aaa NN N \
g ! \2B J \
I L/
0,7L
| I L/2
L
Y
A
| 0,3L | (I L/4
Y
N
S | I ! !
K=1 K=2 K=0,7 K=0,5 K=1

Rotule-rotule  Encastrée-libre Encastrée-rotulEncastréeencastrée Encastrée

Pour déterminer le facteur K on peut effectuerdégeloppements mathématiques, ou bien
utiliser des arguments de symétrie.

Par exemple, dans le schéma ci-aprés on représenteir la poutre étudiée, et en gris la
symeétrie utilisée pour retrouver la colonne rotidasle.

K=2 K=0,5 K=1
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Autre écriture:

_TEl; _ TES

= (16)
cr (KL)2 (KL jz
r
ou S est la section et= E?’ est le rayon de giration de la section.
KL . - W
—— est appelé le coefficient d'élancement de la cwon
r
La contrainte critique correspondante est alors
P
0y =T = TE an

()

IV - Exemple
On cherche la charge maximale que peut supportsirlature ci-apres. Ce systéeme est
constitué de deux colonnes (poutre en |) encaattéer base, supportant une poutre supposée

infinimentrigide.
* P * P

— Direction
Poutre rigide arriere
A Direction
latérale y
y4

L / I,=9,18 16 mnt
ly = 4,88 16 mn?
S =2960 mrA
E =200 Gpa
Oe = 200 Mpa

Comme lindiquent les courbes pointillées, on paléntifier deux mécanismes de
flambement, I'un dans la direction latérale etitadans la direction arriere.
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* Flambement vers l'arriére
On se trouve dans la configuration d'une poutraginée-libre, donc K=2 et le coefficient

d'élancement de Ia colonne dans la direction argét
_ 2x4103

\/72 [91810°
S 2960

* Flambement latéral
On se trouve dans la configuration d'une poutreaginée, donc K=1 et le coefficient

=1436

d'élancement de la colonne dans la direction letést
410°

/ / 48810°
2960
* Charge maximale
Le coefficient d'élancement ayant une valeur mabarpaur le flambement vers l'avant, il

s'agit du cas le plus défavorable. On peut alaerhéner la charge critique supportée par une
colonne:

¢} 6
p = TES T[2x20010 X296010°° _ 000 o

[ KL j 14362

r

Comme chaque colonne supporte la moitié de la ehatgle appliquée, on peut conclure
que
Pmax= 566,5 kN
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COMPORTEMENT AU DELA DU
DOMAINE ELASTIQUE
CHARGES LIMITES

(Chapitre en cours de rédaction .... Approcheatalyse limite par I'exemple)
| - Introduction

I-1 Criteres de défaillance

- Critéres cinématiques : Définis par le cahier clearges
- Criteres de résistance :
*Rupture statique brusque (comportement élasticagsle
* Exces de déformation plastique
* Rupture par fatigue
* Fluage
* Ecroulement
* ... etc...

[-2 Comportement du matériau

A o A (o]
/—\ Oe| —
€ €
> >
Comportement réel Comportement élastique-plastique parfait
I.S.I.T.V.
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Il - Analyse limite en traction

lI-1 Analyse élastique

Ce systeme est hyperstatique de degré 1.

B D En appliquant le Principe Fondamental de la
Statique pour traduire I'équilibre du point A, on
obtient :

TAB TaD
+Tpc +—2-F=0
AC \/E

TAB L JAD _ -0

- V22

Pour résoudre ce systeme hyperstatique, on éardrga-
tibilité des déplacements en A.

AL pc
AL pp =
AB \/E
avec
“133;33: AB ALAB — TABELC\/E et ALAC - T'ECCL
soit en définitive:
F
T =
AB 2+\/—
2F
Tam =
AC = 2+\/—

La contrainte normale dans chaque barre est cdastémat de traction pure). Le premier
barreau qui atteindra la limite d'élasticité estbbereau AC. On peut alors déterminer la
charge limite d'élasticitéFou encore la charge pour laquelle apparait geakticite:

T
AC - g,

S
soit

F, = Soe(1+ %j (2)

et le déplacement correspondant
_ ool

E

@)
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[I-2 Analyse élastique-plastique

N
\ Pour une charge FzFle barreau AC est

B 45° 45 D entierement plastifié et ne peut supporter de
charge supplémentaire. L'effort normal dans le

Sae barreau AC est donc constant et égaba S
En appliquant le Principe Fondamental de la
@, Statique pour traduire I'équilibre du point A

(isostatique), on obtient :

F Tas +S0, +TAD “E=0
V2 V2
T, o -
2
soit,
Tag = Tac :%(F—Soe) (4)

Lorsque le barreau AB (ou AD) atteint la limite ld&ticité, alors les trois barreaux sont
plastifiés et la structure n'est plus en état derd@tion limitée (mécanisme de ruine).
On peut déterminer la force limite pour laquelleatieint ce mécanisme de ruine:

T .
On cherche la forcel Felle que gB =0,. Soit:

R =So.fL+2) )
et le déplacement correspondant
20.L
AL pc, =V2AL g = Ee (6)
A
R
Fe
h =141
Fe
AL pc
>
oL 20,L
E E

Au-dela du comportement élastique, la structurpadie d'une "réserve"” dd% avant de
rompre !
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>
0

I\)ll—‘ = >
&
Y

Tas _F

So, SO

1+_1 1+J2}
J2

Attention: Le déplacement n'est plus proportiordndh charge appliqguée. Le principe de
superposition des contraintes ne peut plus étiiséuti

lI-3 Décharge

On se place juste avant la charge ultime. Les daxréAB et AD sont élastiques. Le
barreau AC, par contre, est plastifié et a suballongement permanent A la décharge, le

comportement des trois barreaux est élastique akbi@ IAC sera comprimée et les barres AB
et AD tendues.

Pour trouver les efforts normaux résiduels, on tesgF par -Fdans (1) pour obtenir le
retour élastique, puis on superpose avec (4)

+
f+v2) sf1- 1)
2++/2 V2

+4/2
Tre =SoO. - 250 =So [1-+/2
AC, e e 2+\/§ e( )

TABr =S80, — S0,
(7)
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lIl - Analyse limite a la torsion

[1I-1 Généralités

On a vu que pour un cylindre soumis a de la torpime :

T=er1:¥r
1

Casl: On augmente le couple de torsion de telle soreelgsi

fibres extérieures atteignent la limite d'élasticit.
R4
Comme Il:T’ nous obtenons donc le moment limite

s

élastique
ME:TOE (8)
et
M Lo
B = [—LdX, =—2 9
e =l Gl, ' GR ®)
Oe Cas2: On augmente le couple de torsion. La déformation

augmente, donc l'angle de torsion augmente, masriaainte
ne peut dépasser la valeur limitg

(2

e Cas3:La limite d'élasticité est atteinte dans toutedation du
cylindre. Toutes les fibres supportent donc undraimte o, et
rien ne s'oppose a la rotation de la section. pleolimite est
alors:

My = [[(X 013~ X 3050 dXdX;
= [[(rcosBo,, cosd — r sinB(-sin®)rdedr

@q

=2Troej0Rr2dr
My =§meR3=gM1e (10)

Il existe donc une réserve 88% avant I'écoulement de la section ne soit complet.
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l1I-2 Exemple
\ MB
‘ Soit un cylindre plein de longueur L
’ encastré aux deux extrémités. on lui
a appligue, a un tiers de sa longueur, un
2L/3 couple de torsion Bl
\\\Qf:LB

* Analyse élastique
My +Mc =Mg

et
Oac =0pg +05c =0
MA =EMB

Soit f
MC :§MB

A la limite du comportement élastique, la sectiomamence a plastifier. SoitA4M ¢

3
_3,. 3

* Analyse limite
Le seul mécanisme de ruine possible est lorsquddes sections en A et C on atteint la
valeur limite. Soit:

4
MA:Mc:MnZEMm
et
8
Mg, :§Mje

MBL/M Be:1178

Donc, a partir de I'apparition de la plasticité,dispose encore d'une réserve/8éo avant
la ruine compléte de la structure.
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IV - Analyse limite a la flexion

V-1 Généralités
2

€ Dans le cas de la flexion plane, la contrainteevari

h & linéairement avec I'épaisseur,

1 M

- - _ 3
011 = __I X2

3

ainsi, bien sur, que la déformation axiale

Oe _ Oll _
€11 = —X3X2

Le moment maximum est atteint lorsque les fibraséexales subissent une contraiate
Soit:
o2 an)

w=l3/h est appelé le module de flexion.

Si on dépasse le momentdalors les fibres inférieures et supérieures gianti Lorsque
toute la section est plastifiee, on dit que I'ama rotule plastique.

|\/|38=10

< <
<—
<
< <
—_ —_
—
—> —>>
> >
Oe Oe
Dans ce cas:
M 3L = —gXZGHdXZng = _Gejlx 2dX2dX3
soit
MaL =205 (12)

ou S est le moment statique de la moitié de la sedroite par rapport a I'axesX
Plus généralement, on peut écrire
My =KM 4
ou K est le facteur de forme de la section (dépetnaliqguement de la géométrie).
Section rectangulaire pleine K=1,5
Section circulaire pleine K=1,7
Sectionen I K=1,141,2

I.S.1.T.V.
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V-2 Exemple: Méthode "pas a pas"

F
On étudie une poutre sur trois appuis
D supportant une charge F et on cherche le
A B C mécanisme de ruine et la charge limite.
< > >
* Etude élastique
F
R
T 8 Re Rc Ry -F+Rg+Rc =0
—%F+ LRg +2LR- =0

qx) =Ra(X) T =Fx-L/2) " +Rg(x-L)™

M3(x) =R (x)' ~F(x -L/2)' +Rg(x -L)*

Elsubs(x) :%[RA<X>2 ~Fx-L/2)* +Rg(x-L)* +C,

Elsub(x) :%[RA<X>3 ~F(x =L /2)° +Rg(x - L)% +3Cyx +02]

Pour déterminer les constantes et l'inconnue higigrse, on utilise les conditions aux
limites:
ub () =ub(L) =ub@L) =0
et on obtient

13F 22F 3F 3FL?
R, =— , R, =—— , R~=— , = -
AT 32 B 32 €™ 3 1 32
En observant le graphe du moment fléchissant @sapn constate que le maximum est
atteint dans la section D.

M3 13FL

, C2=0

I.S.1.T.V.

www.GenieCivilPDF.com



-78 - Charges limites

* Premier Pas:
On augmente la charge F jusqu'a ce que la sectipladdifie entierement. Dans ce cas on

13
M, ==—FL
L 641

soit la charge

==

13 L
Pour cette charge le moment fléchissant dans teoee® est :

6
M3a(L) :‘EML

* Deuxieme Pas:

On augmente alors la chargede AF.
En décomposant le probleme, on se
trouve maintenant dans le cas d'une étude

Rotule
plastique

élastique avec une rotule dans la section
D.

Les équations d'équilibre nous donnent les réaxismstatiques;

3 1
R-: =->AF, R~ ==AF
B™ €72

et le diagramme des moments fléchissants
M3

B C X

2

Donc, par superposition avec le probleme précédentonstate que la section B plastifie
ensuite lorsque B{L)=-ML, c'est-a-dire:

_EM L _EAFL = _M L
13 2
Ou encore pour un accroissement de charge
AF = 1aM,
13 L

Lorsque les section D et B sont plastifiees, lacttre s'effondre. On a atteint alors la
charge limite

ﬁ_=ﬁ+AF=d%L

I.S.1.T.V.

www.GenieCivilPDF.com



Résistance des Matériaux -79 -

La fleche dans la section D est
23 FL3 +AFL3 _5 ML

ub(L/2) = =
1536 El;  8El; 24 El,

V-3 Théoreme énergétique

D'apres le principe des travaux virtuels, la sontudravail des efforts extérieurs et de
I'énergie interne est nulle. Si on se place dartm$ed'une structure soumise en flexion a un
état limite (mécanisme de ruine) alors seules ¢dsles plastiques contribuent a I'énergie
élastique.

Soit une structure soumise a N forces d'intensi{@é<N) et présentant un mécanisme de
ruine a M rotules plastiques. On ndie(1<j<M) la rotation d'une rotule plastique &tle
déplacement au point d'application d'une force.

On peut alors écrire:

N M
i=l ji=1

Exemple d'application:

WA

Le mécanisme de ruine apparait lorsque les trois
. sections A,B et C plastifient entierement. Dansae la
déformée est telle que:

Travail des forces extérieures

L L/2 L/2 L2
W, = [ous (X)dx =2 [wxtgBdx =2 [wxBdx = 9007
0 0 0

Travail des forces intérieures
_Wi = MAGA +|\/|BGB +Mcec :—MA9+2MBG+MCG

Or a I'état limite on a
MA —_ML y MB —ML y MC_ML’ dOI’lC
L2
Bw—-4M 6=0
4
et la charge limite est donc:
M
W = 16—2L
L
I.S.1.T.V.
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Vérification par la méthode pas a pas:

Le systeme est hyperstatique. Par symétrie on
a naturellement:
wL
R, =Rp =—
A B~

M A = _M B
Afin de déterminer l'inconnue hyperstatique nousrchons la déformée:
-2 -1 0
A0 = =M )x{" + Ra (" - )x(

M3(x) = =M 2 )x(° + R (" —%)>x<2

R
Elzubi(x) = -M X +7Ax2 BNE

6
M R w
Elaub(x) = ——A x2 + A x3 - 2 x4
3U32(x) ) 5 Y
La condition de symétrielefl(L /2) =0 nous amene a
w2
My =—
AT 12
et
2 2
w L L
M3a(X)=——||X-—=| ——%
3(X) 2(( 2) 12}
M3 (JL)L2

En considérant le comportement élastique
jusqu'a la rotule plastique, les premieres
sections a plastifier sont les sections

X extréemités A et C, pour une charge telle
que :
oL2
-y ~wl? M50 =|Mg(L) =M
12 soit
1M
e L2

La fleche maximale est
Wl M L2
© 384El, 32El,

Dans une deuxiéme étape, on se place dans le daspoiuitre est soumise a une charge

répartie, et du fait des rotules plastiques auréexités, soumise a 2 couples sur les sections
extrémes en appui simple.

I.S.1.T.V.
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Ce systéme est isostatique. Le moment

Y/wmwwwww st

M3(x)=-M| +—X-———
3(X) Lt >

Le maximum est naturellement atteint dans la
section milieu B:

M3(L/2)=-M  + - = -M
(L1 =My += =T =2 =M
On aura un mécanisme de ruine quarsgLk2)=ML, soit
_16M
W =——s
L
16|\/|LA ®
L2
12M,
|2

ML M2 M L2
32El;  24El,  12El

I.S.1.T.V.
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ANNEXE
FORMULES ESSENTIELLES EN
MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

1. Coordonnées cartésiennes orthonormées

OM =xe, + e, + 2,

* Soitv=v,e, +Vv,e, +V,€, unvecteur, alors

y
3 0x oy 0z
ey OV . | 0vy  Ovy  Ovy
grw(V) =[v —Kei O ej =1 ox a—y 57 et

: o, ov, 0V,

0x oy 0z
v, e OV, OVy Qv
divww = — = Tr(grad(v)) = =2 + —L + —2
0x; ox dy o0z

2 .
AV = div(grad(v)) = ai i g = AvyE, +Avy8, +AV,E,

j9Xj

* Soit f une fonction scalaire, alors

ox 2 2 2 7
ora(f)=0f =X g =1al et af =div(grd() =21 =21 0T O
0X; jed ox;0x; ox2 ody? oz
0z
= Tux Txy Ty,
*Soit T=T;& 0& =T, T, T, | untenseur symétrique du deuxiéme ordre, alors:
Tix Ty Ty
0Ty + aTXy + T,
o o 0z 2 ATy, ATy, ATy,
.= aTI] — 0Ty, 0T 0Ty, = 0 TIJ _ Yy
div(T)=—8& =137+ *+5, ( et AT= 0@ =|AT,, AT,, AT,
X X y 0z axkan ! y yy y
J 0T,y + 0T,y + aT,, ATZX ATZy ATZZ
0X oy 0z
1.S.1.T.V.
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2. Coordonnées cylindriques

0OM __. 1900M __. 9OM

OM=1g + &B,et— =&~

= €y,
or r 00 0z

d(OM) = €,dr +rdbég + €,dz

08 _ 08 _ 98, _
or | |
& 08 . 08 _
A~ T ©0 ’ T~ _er ’ T~
06 00 00
0z "0z ' 0z

* Soitv=v,g +Vg€y +V,€, un vecteur, alors

v oafove ) ov

L ar rYoe 8{ oz

(V) =0Ov=|%e 1| 7]
grad(V) =0v=|7> <{Gg+Ve] - et

ov, 10V, ov,

or T 08 9z

ov, Vv, lave ov,

divw = Tr(grad(v)) = —L +—L_

or rr 69 9z
A\7=div(gréd(\7))=(A 2 Ne +_rjér +(Av

200 2

* Soit f une fonction scalaire, alors

_af 1fa 4 of g _ 9%
grad(f) e —e9+—ezet A =——+

or

Trr Tre Trz

= éz

10f

r or

-85 -

*Soit T=T;e e = !Te, Too Tez} un tenseur symeétrique du deuxieme ordre, alors:

Tzr Tze Tzz

0Ty, :|_(T|'r 0T,

ol tvee T
Ty — ) 9Ter . 10Tgg |, 0Tg, | 2Tig
div(T) =15 *v50 * o * o
T, laTZ aTzz
or + r 00 0z + r

Trr—Tee

3. Coordonnées sphériques

OOM _ 100M . 1 oOM

OM = reet—— =¢6,,— =@

or r 98 'rsin® ao

d(OM) = &,dr +rde&, +&,rsinbdd

I.S.1.T.V.
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98 _ 08 _ % _
or Cooor Loor
% _q, %o _ 4 %o _
) ' 08 ' ’ aae
08¢ o 0 - e
T =singg, , 0 =cosdg, , —o =sin6e, - cosBé,
09 09
* S0itV =V,& + Vg€ +V4& UN vecteur, alors
v g 1(51 v ) |
or Tloe Ve ind a<|>r Vo
e ) 0 0
grad(v) = % % %+Vr 1(T%]96qu—cotgev¢) et
6v¢ 16v¢ 1 1 6V¢.
or  rtoe  r|singop TCOONetV
ov ov v
diw = Tr(grad(v)) = 20 + 2V 1%, 1 e +cotgp—2
6r rr d@ rsinb dd r
AVr_ZZ(Vr+ 1 d(vpsing), 1 6V¢)
r sin® 00 sin® 0
AV = | avg (W Vo __coH ‘MJ
3 2sin®@ sin?6
Dy +— 2 (6vr+c tge pVe__ Vo )
r?sin6\ 0 0p 2sin@
* Soit f une fonction scalaire, alors
of
or 2 2 2
- 6f26f laf 1 of 1 o
grd(f) =) 15 (et A= ot
1 of o2 T or 200% r 20  r?sin®0 g
rsin® ¢
L= Trr Tre Tr¢ . .
*Soit T=T;& e =|Te Tee Ty | UN tenseur symétrique du deuxieme ordre, alors:
Tor Too Too

a 1 aTr(-) + 1 aTr¢
6r r 00 rsin@ dé
aT(-)r 1 0Tgg AL
dIV(T) - +- r 96 + rsin® o + = [(Tee—T¢¢)COtge + 3Tr9]
6T 1 0T, 0T,
or 4 17706 1 ¢¢
or +r 00 + rsin® o0¢

l (2Tn- _Tee _T¢¢ +Tre COtge)

1
? [2T9¢ cotgb + 3Tr¢]

4. Comment retrouver les formules en coordonnées
cylindriques

On noteV = V € +Vg€y +V,€, =V;§ avec i=r_, zetl—a 10 9

or'r 06 az

— —

8 é
Donc, avec cette conventiog, g = —2> etégq = ——-
=7 , ;

Chercher le gradient d'un tenseur consiste a augmirdre de ce tenseur, soit

I.S.1.T.V.
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grad(™) =(+*); O
Si on applique cette remarque a un vecteur, owobti
grad(V) = (vi§); D&
En n'oubliant pas de dériver les vecteurs de bas@@us sommes dans un systeme de
coordonnées cylindrique,
gréd(\7) = (Viél ),] U é] = Vi,j_él [l _é] +Vié|,j [l é] = Vi,jél U _éj +Vi_éi,e [l ée
= Vi,jél O éj + Vr_ér,e O ée + Ve_éeye O _ée
.. Ve . Vg. .
=v; ;& 08+ 08 -—286 0&
’ r r
Pour obtenir I'opérateur divergence, il suffit dermre la trace du gradient,
div(**) = Tr(grad(**) )
soit dans le cas d'un vecteur:
- o V, _0v, 1lodvg 0v, V
div(V) = Trlgrad(V) )= v;; + =L +=—"8 4272 4 71
V) (g()) "r ar roee oz v
Appliqguons maintenant cette méthodologie a un ienderdre 2.
grad(T) =(T; 8 08, )’k 08,

=T .8 08 0% + Y8 08 08 -9 0& O
= ij’ke, ej €y +Tee ej €q _Ter ej €g
T . . . To. = — =
+—e Oy 08y ——28 0@ 0&
r r

Pour obtenir la trace de ce tenseur d'ordre 3 atracte les deux derniers indices:
iv(T (T . Te. Tee.  Ti.
dlv(?):Tr(grad(T)) =T, & yr0g 00 4 lirg

r ro

aTrr + 1— 6Tre + aTrz _ Tee + hjé
r

or r 00 0z r r
+[9Ter 10Teo  OTo,  Tro | Tor o
or r 00 0z r r 0
(0T 10T, 0T,y Ty,

ar r 00 9z r)’

On peut donc maintenant retrouver I'opérateur lciptad'un vecteur :
AV =div(gradv)

Vig—8 Voo + 1
~ . Vra. Vep. "0y ~ 00 "y ). Vir .

LS T " " 0 . &+ 6
20vg V). 20v, Vg ). ~
=[Av, - S8 -TL I +] Avg + =L -9 fg, +(Avg e
[ r r2 90 rzj r ( 0 r2 90 rzj 0 ( 9) z
I.S.1.T.V.
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